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ma me 


本 书 是 在 第 1 版 的 基础 上 ， 根 据 多 年 的 教学 实践 ， 并 按 
照 目 前 的 教学 和 要求， 进行 全 面 修 订 而 成 的 ， 在 修订 过程 中 ， 
保留 了 原 教材 的 系统 、 风 格 和 特点 ， 同 时 也 注意 吸收 当前 同 
类 教材 的 一 些 优点 及 本 学 科 的 前 滞 成 果 ， 使 新 版 成 为 既 适 合 
时 代 的 要 求 又 继承 传统 优点 的 教材 

新 版 教材 主要 做 了 以 下 工作 : 

(1) 调整 了 第 1、3、8、11 章 的 内 容 ， 使 内 容 衔接 更 加 
自然 ， 结 构 更 加 合理 ; 

(2) #2, 5. 6. 9 章 增 加 了 部 分 内 容 ， 使 内 容 更 加 丰 
富 ; 

(3) 重 写 了 第 12 章 模 糊 控 制 ， 增 编 了 第 13 ФЕНИ; 

(4) 所 涉及 到 的 一 些 经 典 教 学 的 内 容 ， 作 为 附录 放 在 书 
后 ， 以 便 读者 查阅 . 

张 志 宏 修订 了 第 5 章 、 第 8 章 和 第 9 章 ; ЕНВИТЯТ 
章 ， 重 写 了 第 12 章 ; 顾 春 编写 了 第 13 章 ; 李 安 责 完 成 其 余 
章节 的 修订 工作 ， 并 统一 成 稿 . 

硕士 研究 生 柳 美 、 张 形 、 王 福山 也 参加 了 本 书 的 修订 工 
作 . 

本 书 的 编写 得 到 北京 科技 大 学 研究 生 院 、 教 务 处 、 教 材 
科 和 数 力 系 的 热情 支持 和 帮助 ， 谨 此 致谢 ! 

新 版 中 存在 的 问题 ， 欢 迎 读者 批评 指正 


2005 年 7 月 


миа 


模糊 数学 是 近 30 年 来 发 展 起 来 的 一 门 新 兴学 科 ， 它 以 其 
对 新 的 理论 和 独特 的 方法 ， 冲 破 了 精确 数学 的 局 限 性 ， 巧 妙 
地 处 理 了 客观 世界 中 存在 着 的 模糊 性 现象 ， 在 自然 科学 和 社 
会 科学 的 许多 领域 取得 了 令 人 睹 目的 成 果 ， 显 示 出 强大 的 生 
命 力 和 渗透 力 . 

本 书 是 编者 在 多 年 教学 实践 和 科学 研究 的 基础 上 ， 参 考 
了 国内 外 多 种 模糊 数学 的 著作 和 有 关 文 献 写成 的 ， 在 编写 时 
注意 了 下 列 方面 

(一 ) 系统 地 介绍 模糊 数学 的 基本 内 容 和 应 用 方法 ， 力 求 
做 到 理论 紧密 联系 实际 ， 使 读者 通过 对 本 书 的 学 习 ， 能 够 打 
下 较为 牢 因 的 模糊 数学 基础 ， 学 会 应 用 横 糊 数学 的 理论 和 方 
法 分 析 和 解决 实际 问题 . 书 中 不 涉及 抽象 难 慌 的 纯 理 论 内容 
只 要 具备 高 等 数学 和 工程 数学 的 一 般 基 础 ， 就 能 读 懂 全 书 . 

(=) ЖЕНИ, 深入浅出 ， 理 论 推导 力求 严谨 ， 方 
法 的 说 明 尽 可 能 详尽 ， 便 于 读者 自学 

(=) 除 基本 概念 、 基 本 理论 和 基本 方法 的 介绍 以 外 ， 还 
适当 配 有 习题 ， 书 后 附 有 答案， 以 便 读 者 检查 学 习 效 果 

全 书 共 分 十 二 章 ， 前 六 章 着 重 介绍 模糊 数学 的 基本 概念 
和 基础 理论 ， 后 六 章 着 重 介 绍 模糊 数学 的 应 用 方法 . 

段 凤 英 编写 第 一 章 第 一 节 和 第 十 一 章 。 并 写 了 绪论 ; Ж 
志 宏 编写 第 九 章 ， 并 为 各 章 配 备 了 习题 ， 给 出 了 管 案 ; ИЖ 
章节 由 李 安 贵 编 写 并 统一 成 稿 

北京 师范 大 学 罗 承 趾 教 授 和 北京 科技 大 学 刘 钦 圣 教 授 曾 
审阅 本 书 初稿 ， 并 提出 许多 宝 费 意见 ， 在 此 谨 向 他 们 表示 朝 


п. 


心 感谢 . 

根据 我 们 的 实践 ，40 学 时 可 讲授 除 第 四 、 五 、 十 、 十 二 
章 以 外 的 内 容 ，70 学 时 可 讲 完全 部 内 容 ， 教 师 在 讲授 时 可 根 
据 学 时 和 专业 培养 要 求 灵活 掌握 . 

本 书 可 作为 大 专 院 校 工科 、 财 经 和 管理 类 高 年 级 大 学 生 
及 研究 生 的 载 科 书 ， 也 送 合 于 广大 科技 工作 者 自学 和 参考 . 

由 于 我 们 水 平 有 限 ， 书 中 难免 出 现 朴 潮 或 错误 之 处 ， 尽 
请 读者 批评 指正 . 
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当 我 们 初次 接触 到 “模糊 数学 ”这 一 名 词 时 ， 可 能 会 感到 
新 奇 ， 甚 至 迷惑 不 解数 学 ， 从 来 都 是 与 精确 联系 在 一 起 的 ， 怎 
么 会 有 “模糊 ”的 数学 昵 ? 模糊 数学 是 一 门 什么 样 的 学 科 ， 它 
的 研究 对 象 是 什么 ， 研究 问题 和 解决 问题 的 方法 又 是 什么 呢 ? 

“模糊 ”一 词 来 自 英文 Fuzzy ,意思 是 “模糊 的 "、“ (形状 或 
轮廓 ) 不 清楚 ”等 等 ， 模 糊 数 学 是 运用 数学 方法 研究 和 处 理 带 
有 模糊 性 现象 的 一 门 新 兴学 科 ， 它 的 创始 人 是 美国 加 利 福 尼 亚 大 
学 著名 的 控制 论 专家 扎 德 (L А. Zadeh) 教授 

什么 是 模糊 性 现象 呢 ? 所 请 的 模糊 性 ， 是 指 事物 的 亦 此 亦 徙 
性 ,反映 在 概念 形成 过 程 中 外 延 的 不 分 明 性 ， 上 比如 “健康 ”、 我 
们 很 难 将 一 群 人 硬性 地 划分 成 “健康 人 ”与 “不 健康 人 ”两 部 
分 ， 这 就 是 模糊 性 现象 模糊 性 现象 的 本 质 在 人 们 头脑 中 的 反 
映 ， 就 形成 了 模糊 性 概念 .在 日 常生 活 和 工作 中 ， 存 在 着 大 量 的 
模糊 性 现象 ， 我 们 经常 运用 模糊 性 概念 来 处 理 这 类 问题 ， 比 如 ， 
学 生 要 找 一 位 老师 ， 知 道 这 个 老师 是 个 高 个 子 ， 戴 宽 边 腿 镜 ， 南 
方 口音 .这 里 的 “高 个 子 ”、“ 戴 宽 边 眼镜 ”、“ 南 方 口音 "， 都 
是 模糊 性 概念 。 因 为 身高 多 少 厘米 算得 上 “高 个 子 ”? ВЕ 
少 毫 米 宽 称 为 “ 宽 边 ”? 怎样 的 发 音 吐 字 可 谓 “南方 口音 "? 这 
些 很 难 用 数学 语言 表述 . 但是， 如 果 对 这 个 单位 的 老师 比较 熟 
悉 ， 就 可 以 凭借 这 些 模糊 信息 ， 通 过 对 以 往 大 脑 中 储存 的 各 种 信 
息 比 较 、 判 断 、 推 理 ， 确 定 要 找 的 那 位 老师 ， 在 这 里 ， 大 脑 实际 
上 进行 了 模糊 判断 和 推理 . 

人 脑 不 仅 有 模糊 判断 的 功能 ， 而 且 还 有 模糊 控制 的 能 力 ， 比 
如 我 们 要 把 放 在 桌子 上 的 一 个 鸡蛋 拿 起 来 ,究竟 用 多 大 的 力 就 能 
拿 起 来 又 不 会 把 它 捏 碎 呢 ? 我 们 不 需要 对 力 进 行 精确 的 计算 ， 只 

„т: 


需 通过 视觉 、 和 触觉 等 感觉 ， 经 过 几 次 信息 反馈 和 力 的 调整 ， 就 能 
顺利 完成 ， 诸 如 此 类 的 例子 不 胜 枚 举 ， 这 表明 大 脑 既 像 一 台数 字 
计算 机 ， 又 像 一 台 模 拟 计算 机 ， 既 能 处 理 各 种 精确 的 信息 ， 也 能 
处 理 各 种 模糊 信息 ， 而 在 处 理 模糊 信息 方面 ， 人 脑 往往 有 独到 之 
处 ,常常 是 计算 机 无 法 比拟 的 

在 日 常生 活 中 ,我 们 还 大 量 使 用 模糊 性 语言 、 在 谈论 天 气 
В}, Ж “ШЫН”, “ЫЗА”, “АЛЛА” ©; 描述 一 个 人 时 
常 说 “长 得 漂亮 "、“ 待 人 和 应 ”; 评价 某 人 的 工作 时 ， 往 往 用 
“治学 严谨 ”、“ 工 作 认 真 ”等 语 ， 正 如 难以 准确 表述 一 个 人 的 五 
官 形状 和 相对 位 置 、 肤 色 、 身 材 、 气 质 等 怎样 措 配 才 可 称 得 上 
“漂亮 ”一 样 ， 很 多 问题 是 很 难 给 出 确切 的 、 统 一 的 标准 的 ， 然 
面 我 们 却 能 够 理解 其 中 含义 ， 这 说 明 我 们 已 经 习惯 使 用 模糊 性 语 
言 描述 事物 、 表 达 个 人 情感 ， 用 模糊 的 方法 认 知 事物 ， 从 面 得 出 
清晰 、 明 确 的 结论 

概括 地 说 ,模糊 数学 就 是 把 客观 世界 中 的 模糊 性 现象 作为 研 
究 对 象 ， 从 中 找 出 数量 规 像 ， 然 后 用 精确 的 数学 方法 来 处 理 的 一 
门 新 的 数学 分 支 ， 它 为 我 们 研究 那些 复杂 的 、 难 以 用 精确 数学 描 
述 的 问题 ， 提 供 了 一 种 简捷 而 有 效 的 方法 。 

至 此 , 我 们 已 经 了 解 到 ， 在 客观 世界 中 ， 人 们 所 过 到 的 事物 
从 量 上 划分 可 分 为 两 大 类 ， 即 确定 性 的 量 和 不 确定 性 的 量 ; 不 确 
定性 的 量 又 可 分 为 随机 性 和 模糊 性 两 种 、 我 们 研究 这 些 量 所 采用 
的 方法 是 不 同 的 ， 对 于 确定 性 的 量 ， 我 们 运用 经 典 数学 ; 对 于 随 
机 性 的 不 确定 的 量 ， 运 用 概率 论 ， 而 对 模糊 性 的 不 确定 的 量 ， 则 
运用 模糊 数学 ， 这 后 一 种 量 ， 正 是 本 书 介绍 的 内 容 


第 1 章 模糊 集合 的 基本 概念 


模糊 数学 是 研究 模糊 现象 的 数学 ， 而 模糊 集合 是 模糊 数学 的 
理论 基础 ， 本 章 介 绍 模糊 集合 的 一 些 基本 概念 ， 包 括 模糊 集合 的 
定义 、 运 算 、 性 质 以 及 它 与 普通 集合 的 联系 
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111 模糊 集 的 概念 


众所周知 ,每 一 个 概念 都 有 一 定 的 内 涵 和 人 外延， 它们 是 描述 
概念 的 两 个 方面 ， 所 谓 外 延 ， 是 指 概念 反映 的 那 一 类 对 象 ， 而 内 
涵 是 指 概念 反映 的 客观 对 象 的 本 质 ， 比 如 “矿石 ”这 一 概念 ， 
其 内 涵 就 是 凡 矿 石 所 共有 而 非 矿 石 便 不 具有 的 特性 ， 面 外 延 就 是 
世界 上 的 矿石 ， 用 集合 的 观点 来 看 ， 一 个 概念 的 内 涵 就 是 集合 的 
定义 ， 外 延 则 是 组 成 该 集合 的 所 有 元 素 ， 这 表明 集合 可 以 描述 概 
念 . 例如 ， 集 合 11，2，3，… 上 | 描述 了 “自然 数 ” 这 一 概念 ; 
IR. Ж, ж, Ж. М, д ПВТ “ВН Ма. Ж 
吓 ， 如 果 我 们 对 周围 的 一 切 细 加 考察 的 话 ， 就 不 难 发 现 ， 普 通 集 
还 不 能 摘 述 所 有 的 概念 ， 像 “天 气 好 ”、“ 个 子 高 "、“ 美 丽 ” 这 
样 一 类 经 常 遇 到 的 模糊 概念 ， 就 无 法 用 普通 集合 来 表达 . 因为 普 
通 集 合 描述 的 概念 有 这 样 的 特点 ， 一 对 象 要 么 符合 该 概念 ， 要 么 
不 符合 该 慨 念 ， 二 者 必 居 日 仅 届 其 一 ， 没 有 模棱两可 的 情况 而 
对 于 模糊 概念 来 说 ， 一 对 象 是 否 符 合 它 ， 不 能 简单 地 用 “是 ” 
或 “ 否 ” 来 回答 ,因为 对 象 既 不 完全 符合 ， 也 不 完全 不 符合 
面 是 在 某 种 程度 上 符合 该 概念 ， 在 这 里 ， 符 合 与 不 符合 没有 一 个 
明确 的 分 界线 ， 不 具 非 此 即 彼 性 ， 所 以 无 法 用 普通 集合 来 描述 
正 像 我 们 在 绪论 中 指出 的 那样 模糊 现 象 大 量 存在 于 客观 世界 
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中 ， 是 无 法 回避 的 ， 因 此 ， 将 普通 集合 如 以 推广 ,使 之 能 够 表达 
模糊 概念 ， 以 解决 具有 模糊 性 现象 的 实际 问题 ， 就 是 十 分 必要 的 
T. и 

那么 该 如 何 对 普通 集合 进行 推广 呢 ? 

在 普通 集合 中 ， 我 们 曾 介绍 如 何 用 特征 两 数 A(u) 来 表示 集 
ФА. A(u) = 工 表明 元 素 上 属于 集合 4， 而 4(z) =0 则 表明 元 素 
瑟 不 属于 集合 4， 在 这 里 ， 特 征 函数 值 只 取 0 和 1 两 个 值 就 已 足 
%. 换言之， 普通 集合 4 可 用 由 它 到 集合 10, 1) 上 的 映射 
А(и) 来 描述 、 由 此 可 得 到 启示 : 如 果 我 们 不 再 用 它 二 值 逮 辑 的 
规定 ， 把 特征 函数 值 的 范围 从 集合 10, 11 扩充 到 在 区 间 [0， 
1] 上 连续 取 值 ， 那 么 一 对 象 符合 某 概念 的 程度 ， 就 可 以 用 区 间 
ГО, 1] 内 的 数 来 表示 了 ， 对 象 所 对 应 的 数值 愈 靠近 1， 表 示 该 
对 象 符合 概念 的 程度 愈 大 ， 反 之 愈 小 ， 这 样 一 来 ， 普 通 集 4 就 
相应 地 扩充 为 一 个 带 有 不 分 明 边界 的 模糊 集 了 ， 从 而 模糊 概念 也 
就 可 用 这 样 的 模糊 集 来 表达 了 .、 

基于 上 述 想 法 ,下 面 给 出 模糊 集 的 定义 . 

定义 1-1 设 在 论 域 U 上 给 定 了 映射 

т: 010,1] аби) 


ШЕТ 已 上 的 一 个 模糊 子 集 ， 记 为 А (在 4 下 加 “~” 
以 区 别 于 普通 集 A). 2 称 为 模糊 子 集 4 的 隶属 函数 ， 记 只 以 强 
调 是 4 的 素 属 函数 ,ps 在 weD 点 处 的 值 a, (u) 称 为 对 À 
的 来 属 度 ， 它 表示 u 属于 А 的 程度 或 “资格 "， 为 方便 起 见 ， 
通常 将 模糊 子 集 简称 为 模糊 集 ， 生 把 ju 与 内 (zx》 均 简 记 为 
A (и). 

在 一 般 性 的 讨论 中 ， 我 们 常 将 模糊 集 4 的 未 属 函 数 А (u) 
的 图 形 ， 画 成 图 1-1 的 曲线 形状 

模糊 集 4 完全 由 其 素 属 函 数 所 描述 ， 即 只 要 给 定 素 局 函数 
4 (и), ЖАМБ А 也 就 完全 确定 了 ， 不 同 的 未 属 函数 确定 
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Аш) 


图 1-1 隶属 函数 昌 线 

着 不 同 的 模糊 集 ， 同 一 个 论 域 UV 上 可 以 有 多 个 模糊 集 . 

对 Уе О БАНЯ, 一 般 不 能 说 4 是 否 求 属于 А, 
只 能 说 4 在 多 大 程度 上 隶属 于 4 ， 这 正 是 模糊 集 与 普通 集 的 本 
质 区 别 . 

特别 地 ， 当 д (и) 的 值 只 取 [0, 1] 的 两 个 端点 《 即 0, 1 
两 个 值 ) 时 ,隶属 函数 便 退 化 为 特征 函数 ,模糊 集 4 就 退化 为 
一 个 普通 集 了 .这 表明 普通 子 集 是 模糊 子 集 的 特殊 形态 。 此 外 ， 
Ж VueU, А (и) =0, 则 4 称 为 空 集 儿 ; 若 YueU, А (и) =1, 
则 4 ЖЖ 0. 

1-1 如 图 1-2, ЖИ = |c.bcsdel, 令 ahr1,8hHr0.9， 
єк 0.4,4Е>0.2,е 0, 这 是 已 到 [0, 1] 的 一 个 映射 ， 记 为 


© ©" 


图 1.2 U 上 的 “ 圆 块 块 ” 模 糊 集 


4 (ш), А (u) 是 否 确定 一 模糊 集 . 

М ”根据 定义 1-1， А (u) 确定 已 上 的 一 个 模糊 集 和 4 ， 它 是 
“ 圆 块 块 ” 这 一 模糊 概念 在 已 上 的 表现 . 

12 ”讨论 实数 集 X 上 的 映射 

0 ‚ z<1 
4 (=) = 1 
та + *?! 
所 确定 的 模糊 集 А. 

№ (1) 当 x<1 时 , 4 (х) = 0, 表明 不 大 于 1 的 数 与 4 
Ж, У 4 有 隶属 关系 的 数 都 是 大 于 1 的 数 ; 

(2) ф»=11#{, 4 (11) =0.5, 即 x = ИЗ А 的 程度 
380.5; 

(3) 4 x = 101 8$, А (101) = 0.99, 即 x = 101 180.99 
ЖИРА. 

很 明显 ,x 比 1 大 得 越 多 ,隶属 于 4 的 程度 就 越 大 ， 当 
zl 时 ， 和 4 (x) 就 充分 接近 于 1， 这 表明 模糊 集 4 描述 的 是 
“所 有 上 比 1 大 得 多 的 实数 ”这 一 模糊 概念 

А (x) 的 图 像 如 图 1-3 Ят. 

例 1-3 以 年 龄 作 论 域 , 取 = [0,200] ， 于 是 年 老 8 与 


年 轻 Y 是 两 个 模糊 集 ，Zadeb 给 出 它们 的 隶属 函数 分 别 为 


0 ‚ О<и550 
9 (и) = |. + (630) *] ‚ 50 <и< 200 

1 ‚ О<ш<=25 
ө = [зн ‚ 25 < u = 200 


见 图 1-4、 问 年 龄 分 别 为 55 9, 20 2. 40 岁 的 人 是 年 轻 还 是 年 
老 . 


几 1-4 “年 轻 ”与 “年 攻 ” 的 隶属 函数 曲线 


М 由 计算 得 &(55) =0.5, X (20) = 1, 这 表明 55 岁 的 人 
只 能 算 “ 半 老 ” ， 因 他 们 属于 “年 老 ” 集 的 资格 只 有 0.5, 20 岁 
的 人 绝对 是 年 轻 人 ， 因 他 们 属 “ 年 轻 ”和 集 的 资格 是 1; 而 
0(40) =0, Y (40) = 0.1, 这 表明 40 岁 的 人 不 属于 “年 老人 ”， 
还 偏 年 轻 . 

需要 指出 的 是 ， 隶 属 函数 是 模糊 集合 论 赖 以 建立 的 基石 .如 
何 建立 隶属 函数 ， 有 专门 的 方法 ， 是 模糊 数学 中 的 重要 内 容 ， 第 
6 章 将 详细 介绍 . 

下 面 给 出 模糊 备 集 的 概念 . 

定义 12 设 也 为 给 定 的 论 域 ， 忆 上 的 模糊 子 集 的 全 体 称 为 

л. 


.模糊 短 集 ， 记 为 (ш), Вр 
FO = ФАТА (ш): U— [0,111 


因为 任何 一 个 普通 子 集 都 是 特殊 的 模糊 子 集 ， 故 显然 有 
@ (U) C (U) 


由 于 每 一 个 普通 集 和 每 一 个 模糊 集 与 (0U) 的 关系 都 是 є 
ЖЕНЯ, УСО) 也 是 一 普通 集合 . 
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1.1.2.1 号 为 有 限 集 

ВЕНЕ О = |що, и, , 则 模糊 集 通 常 采用 如 下 四 种 
表示 方法 : 

(1) Zadeh 表示 法 

4) 4%) А (в) 
£ ` щ шо +7 fa 

其 中 À (и) 不 表 未 分数， 而 是 忌 中 的 元 素 玉 НЗ A 
的 程度 之 间 的 对 应 关系 ,“ + ”也 不 表示 求 和 ， 而 是 表示 模糊 集 
在 论 域 忆 上 的 整体 . 且 当 某 元 素 的 隶属 度 为 零 时 ， 可 略 去 不 写 . 

(2) 序 偶 表示 法 


А = COMER 


这 种 表示 法 是 由 普通 集合 的 列举 法 演变 过 来 的 ， 它 由 元 素 和 它 的 
素 属 度 组 成 有 序 对 (前 者 是 隶属 订 ， 后 者 是 元 素 ) 一 一 列 出 . 
(3) 向 量 表示 法 
4 = (А(щ), 4 (0), 4 (и,)) 
这 种 表示 法 是 借助 于 n 维 数组 来 实现 的 ， 即 当 论 域 0 中 的 元 素 
先后 次 序 排 定时 ， 按 此 顺序 记载 各 元 素 的 隶 雇 度 〈 此 时 素 属 度 
为 0 的 项 不 能 舍弃 ) ， 这 时 А 也 称 为 模糊 向 量 ， 简 记 为 
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А=(А(ш), А (9), A (u,)) 
(4) Zadeh 与 向 量 式 的 结合 表示 法 
А = (40) 4ш) _ AG) 


шщ шр sU ü, 


例如 0 = 11, 2,3, 4, 5, 6, 7,4 е #(U), ЖА 
А (1) =0, 4 (2) =0.2,4 (3) = 0.8, 4 (4) =1, 4 (5) = 08, 
А (6) = 0.2, A (7) = 0, М 

А 的 Zadeh 表示 式 为 


_0.2 0.8 
4= + 


入 的 序 偶 表 示 式 为 
А ={(0,1),(0.2,2),(0.8,3),(1,4),(0.8,5), 
(0.2,6),(0,7)| 
或 А =1(02,2),(0.8,3),(1,4),(0.8,5),(0.2,6)1; 
和 4 的 向 量 表示 式 为 
А = (0,0.2,0.8,1,0.8,0.2,0) 
А № Zadeh 与 向 量 的 结合 式 为 
4 =(® 0.2 0.8 1 08 0.2 о) 
- 1'2 5 3724576777 
盘 可 解释 为 口上 “靠近 于 4 ЮЖ. 
1.1.2.2 ОЖЖ 
(1) U 为 无 限 可 列 集合 


ө жш Ун = 1,2,…,n,…| 存在 着 一 一 对 应 的 集合 ， 如 
ИШ = [2,4,6,…| 就 是 无 限 可 列 集 . 
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设 无 限 可 列 集 U = |ш ,4s，,…,w。，…1 ,此 时 把 上 述 四 种 表示 
法 略 加 修改 ， 便 都 可 拿 来 使 用 ， 比 如 设 4 с (0), АЗН 
为 


AG) = G@=12,), щей 


СРЕ: 
лүм, 1, 
~ ш u, u, 
4 的 向 量 式 
а = (аат) 
4 的 序 个 式 
д = {о (рн) (ен) 
а 的 结合 式 
(чеш ыш) 
(2) 1 为 无 限 不 可 列 集 @@ 


А (и) 
4 = | 
其 中 4 (п) 不 是 被 积分 式 ， 更 不 是 分 数 ， 只 是 元 素 УНФ 


属 度 之 间 了 的 对 应 ; 符号 “Г 既 不 表示 积分 ， 也 不 表示 求 和 ， 


而 是 表示 论 域 已 上 的 元 素 与 其 未 属 度 对 应 关系 的 一 个 总 括 ， 此 
记号 对 二 的 各 种 情况 都 适用 . 
比如 例 1-3 中 的 “年 轻 人 ”可 表 为 


三 ” 指 非 无 限 可 列 集 的 无 限 集 ， 如 由 3 与 4 间 的 全 体 实数 组 成 的 集合 (3, 4) 就 
是 非 无 限 可 列 集 . 
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к= е" ХЭА) 

由 上 述 易 见 ， 模 糊 集 的 表示 方法 与 普通 集 的 表示 方法 有 本 质 
区 别 ， 前 者 强调 的 是 元 素 的 隶属 程度 ， 而 后 者 只 需 指明 z 的 归 
属 就 行 了 . 

1.2 模糊 集 的 运算 及 其 性 质 
121 模糊 集 的 运算 

在 普通 集合 中 ， 我 们 曾 讲 过 普通 集 间 的 运算 和 关系 与 其 特征 
郑 数 间 的 运算 和 关系 相 一 致 ， 而 模糊 集 是 由 推广 了 的 特征 函数 
一 一 隶属 函数 来 定义 的 ， 因 此 借助 于 隶属 函数 来 定义 模糊 集 间 运 
算 和 关系 ， 就 是 十 分 自然 的 事 了 . 

1.2.1.1 模糊 集 之 间 的 包含 与 相等 关系 

定义 13 WA .Be8 (U) Ш Уи, А (u) > 
В (u) 成 立 , 则 称 4 包含 ВАЗ B. 

A 2 B 的 实质 是 U 中 的 任 一 元 素 u ЖТ 4 的 程度 都 高 于 
ЖЕТ B 的 程度 . 

定义 1-4 设 各 .下 se 罗 ( 中 ,如 果 对 于 YusD, 都 有 4(z) = 
В (z) ДА 与 B 相等 , 记 作 А = B. 

А = B 的 含义 是 U 中 任 一 元 素 隶 属于 4 与 B 的 程度 是 相 
同 的 . 
容易 证 明 , 4 = B< á C B RA 2 B. 
1.2.1.2 模糊 集 的 并 、 交 、 余 运算 
定义 15 А.В Се (1) ЕР \Мшєй,Ң C (u) = 
Ди) V В (№), СЖ А 5 B ИДЕЯ Ç = A Ú B; 

如 果 对 于 VueU,8 С (и) = А (и) A B (ш), ДЕСА 
与 B 的 交 , 记 为 C = A n B. 


定义 1-6 ВА. Ве (И), ШР Мик B (u) = 
1- AG) , 则 B Ж А 的 余 集 , 记 为 B = 4°. 

Ее [0,1], Но «а Уф = 1,0 <а Ль<1 80 = 
1 -a < 1, ТЕЖ Д.В 700), ЖЯ Ха 
(дод) а гв), ШИА 的 余 集 ( 4*) ,运算 是 有 意义 
的 . 

由 定义 可 知 ， 两 模糊 集 间 的 运算 实际 上 就 是 逐 点 对 隶属 度 作 
相应 的 运算 . 

模糊 集 的 并 、 交 、 余 运算 可 用 几何 图 形 给 予 说 明 ( 见 图 
15). 


图 1-5 模糊 集运 算 


例 1-4 #0 = |шщ,ш,,ш,шщ,ш|,А, 


WM ш ощ 
в 299,08 01,01 
u, ш из ш 


‚12. 


解 CAURE, un ut w 5 
дпв- 99 08 04 
~ 一 ш 2 из 
A 0.6 08 1 
~ иу из Wa us 


9115 # @ ,分 别 表示 例 1-3 中 “年 老 ” 和 “年 轻 ” 两 
模糊 集 , R O 与 了 的 并 Q Ú (年 老 或 年 轻 ). 交 8 n Y (X 
老 又 年 轻 ) КЖ Y° (ТЕЕ). 


解 

1 , 0ж=и<25 

st 
(оо и) (и) = [1+ (*=25) ] ‚ 25 <и=51 
[+ (650) 77 ‚51 <и< 200 
0 ‚ О<и «50 
(ONY = [+ (89). юа«я 
+ (62). ‚ 51<и<200 
0 ‚ 0<и «25 
Ү(и) = -[‹+(#=)]` сна 


模糊 集 的 并 ， 交 运算 还 可 推广 到 任意 多 个 模糊 集 上 去 . 
WA. ， 和 4:，…， 盘 ,为 论 域 忆 上 的 = 个 模糊 集 ， 定 义 它们 


的 并 【 记 为 о А.) АЖЕК 


(© 4.) (ш) Аў Аки) = тах} 4 (a), А (и) ‚4 „(и)} 


定义 它们 的 交 ( 记 为 ñ а.) дозна 

(F417) (0) ААД аки) = min| (и), 4,00), 4,001 
类 似 地 可 定义 论 域 U 上 的 一 族 模糊 集 | 4 оет (T 为 指标 集 ) 
的 并 与 交 , 它 们 分 别 记 为 4, 与 п À ,, ЖЖ 


ее А,» 


(ы. а,) а) Ау а.и) = sup| А (а) рет 


(ш 4.) АД 4ш) радове) 
Е ато 


A.G) 
зау) 


пе (А) 


rar ~ 


12.2 模糊 集 的 运算 性 质 


模糊 集 的 运算 满足 以 下 性 质 : 
ША. В. СЕР), Ш 


(1) #%# 4U4=4,4Nn4=4 

(2) 交换 律 ДУВ=ВОА, АПВ =ВПА 

(3) 结合 律 (4U B)u Ç < AU(B U С) 
бап в) пс = д п(впС) 

(4) 分 配 律 4U(8Nn С) = (дов) пд С) 
АП(ВУС) = (4 пв) џ(а пс) 

(5) бй (дов) па = (апд) ца = 4 

(6) 0-1 律 4090 = 4,44 n@ = @ 


‚14. 


AUU=U,4NU=4 
(7) ЕФ (АОВ) = АП 
(4NB)=4UB 


(8) 复原 律 (А) = 4 


证 只 证 (4)、(7) 的 第 一 式 ， 其余 留 给 读者 完成 . 
先 证 和 4U(BNC)=(4 Ü B)D(A UGC)N Vu e U, 


(Аш (В n С)) (ш) = (0) V (ВП) 
= А (и) У [В (в) A С(и)] 
Као B) R (A U С)]ш) =(á Ú лавы 


=[4 (и) V В(ш)] А [А (и) V С(и)] 

由 于 А (и), B (u), С (u) 的 大 小 顺序 共有 六 种 情况 ,因此 需 

分 别 进行 讨论 ,但 因 证 法 完全 类 似 , 故 仅 就 4 (и) 2 В (и) 2 C (u) 
的 情况 给 出 证 明 , 其 余 情况 的 证 明 可 作为 读者 的 练习 . 

34 A (u) > В (и) > Ç (u) 时 ,因为 
A(u) V [ВО A CÇ(u)] = A(u) V Cu) = A (u) 
[AG) V В] ЛТА) V С] = 4%) A A (u) = A (u) 
ЯМ (А O (B п С) (и) = ((4 U B)n (4 U C))(a) 
亦 即 4 U(B n €)=(4 U В) п(40 с) 

再 证 (A UB) = £ n В, Vu e U 


(A U B)(u) =1-(4 U В) (м) =1- А(и) V В(а) 
(Ап В) (и) = 40и) А (и) 


= (1- А) А(1- B(u)) 
当 А (u) > В (u) 时 ,因为 
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1-(А(и) V B(u)) =1- А(и) 
(1-4 (0) A (1 - B(u)) =1- À (u) 
所 以 (A О В) (и) = (& п В) (и) 
同样 可 证 B (u) z 4 (u) 时 ,有 (4 U B)'(u) = (Аг: 
В) (и), 
故 (Аи В) = д пв" 
希 指 出 的 是 ， 模 糊 集 上 的 余 运算 不 满足 互补 律 ， 即 4 О 4 = 
U, 事实 上 : 
‹4 © 4)(u) = AG) V {(и) = AG) V (1 - AG) #1, - 
除非 А (и) = [0,1], А Ú A° = U. 
同 理 А п А = @ 
这 正好 说 明 当 А (и) e 0,1] 时 ,模糊 集运 化 为 普通 集 . 
模糊 集 上 的 余 运 算 不 满足 互补 律 ， 其 实质 是 模糊 集 А 及 A 
无 明确 的 边界 . А m A СУЙ А Яр А Б, НАЯ 
到 一 定 的 限制 ， 即 


мде), аб) л 0) <+ (че) 


同样 4 U 4° О, А U А° 90608 U, НЕ 
下 述 结论 : 
1 


Уде.Я (0), A (u) V А°(ш) 2 5 (Уке) 


1.2.3 模糊 集运 算 的 其 他 定义 
两 模糊 集 4.8 的 并 、 交 运算 ， 实 际 上 是 [0, 1] 中 的 二 
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元 运算 ， 即 逐 点 对 隶属 度 А (и), В (u) 进行 相应 的 运算 ， 其 定 
义 的 一 般 形式 如 下 : 
定义 17 ЖА ,ВєЎ(И), ИЗ, 交 运 算 的 一 般 形 式 为 
(А U В)(и) ДА (и) V° B(u), 
(А п B)Xu) ДА (и) Л" B(u) 


рү”, Ау 10, 11 中 的 二 元 运算 ， АЯ 
子 
除了 “VY”、“ 人 ”这 对 算 子 外 ， 还 有 一 些 别 的 算 子 ,党 用 
的 有 以 下 几 种 : 

(1) т “人”、“ 人” 


aš?b=a+b-ab, a b = ab 
(2) ##38T “©”. “O” 
а@& = min(1,a +b), аӨБ = шах(0, 2 +b — 1) 
(3) Einstein #7 “2°, “2” 


ab = eb а = ab 
1 +ab' 71+ -а)(1-5) 


(4) ЖАЗИТ “М. 
а V b = max(a,b), а Б = ab 
(5) НИИ “©”, “Л” 
a@b = min(1, a +b), а ЛЬ = min(a,b) 
(6) Hamaeher Й “E”. “?” 


+ а?Ь-(1-гуаЬ 


= а 
а = TO DOT ab) 


sb = 1—06 6 


其 中 re 1, +%), 且 当 r =1 时 ,(,7) 化 为 (个,*); 当 r =2 时 ， 
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СЁ, 6.5). 
(7) Yager 算 子 “ 人 如 “ү” 


a Ab = шш(1,(а' +®)”) 
aYb =1-пй(1,[(1-а)" +(1-Ь)'17) 


其 中 pe [1, + %), 且 当 v = 1В},( AY) %#(Ф, ©); Ч 


?一 + o В, СУ, Л). 
(8) Schweizer-Sklard ЖР “1”, “Т,” 


1-(1-a)”+(1-52-D)7 , p>0 


ТА a tb | А р=0 
1-(01-а)? + (1-6) - 10) 7, р<0Ве>1 
1 ‚ р <08Ес%1 
其 中 c= (1-а)? + (1-5) 
(а? + 1) ， p>0 
ат, = а И p=? 


(a2ab7”2-1)72 , р<0 Ват +5? >1 
0 ‚ р<0Ва” +? <1 
当 p= -18ў (1,, Т,) № (Ф, Ө); 当 p =0 时, 化 为 
($, +); ШръчеВ МЕЖ (М, Л). 
以 上 各 式 中 的 a = А(и),Ь = В(и), МА ВЕСИ). 
显然 ， 当 fa,81 C [0,1] 时 , 上 述 算 子 都 可 化 为 普通 集合 的 
素 属 度 运算 ， 因 而 它们 的 定义 都 具有 一 定 的 合理 性 .但 这 些 算 子 
又 各 自 都 有 本 身 的 特点 ， 分 别 适 合 描写 不 同 的 现实 ， 人 们 可 针对 
具体 问题 ， 选 择 恰当 的 算 子 使 用 . 


,18 ， 


1.3 ”模糊 集 的 截 集 
1.3.1 ЛЖ 


模糊 集合 能 较 客 观 地 反映 现实 中 存在 着 的 模糊 概念 ， 但 在 处 
理 实际 问题 过 程 中 ， 训 最 后 作出 判断 或 决策 时 ， 往 往 又 需要 将 模 
糊 集 合 变 成 各 种 不 同 的 普通 集合 、 例 如 ， 选 学 某 门 课 的 研究 生 共 
有 8 名 ,组 成 一 集合 U = |и,,и,,иу ‚и ‚и; us ‚шу ш}. 设 在 一 次 
考试 中 ,他们 的 成 绩 依 次 为 95,，96,，80, 91, 81, 71, 89, 87. 
若 规定 9 分 以 上 是 “优等 生 " ， 则 优等 生 集合 是 luru u |. 这 
里 所 说 的 “优等 生 ” 实 际 上 是 一 个 模糊 概念 ， 它 存在 程度 上 的 
差异 , 需 用 隶属 度 来 描述 ， 根 据 经 验 及 有 关 规 定 ， 可 给 出 优等 生 


的 隶属 函数 为 
1 1 02 09 02 0 08 06 
АА, tu И из И иа И us И? И u t us 
于 是 问 优等 生 有 哪些 人 ， 就 相当 于 问 隶 属 度 4 (u) 20.9 的 有 哪 
些 人 ， 用 4 表示 这 一 集合 ， 因 此 ， 有 如 。= (ин, 
一 普 衣 集合 . 
这 样 ， 我 们 从 一 个 模糊 集合 得 到 了 一 个 普通 集 ， 诸如 此 类 问 
题 ， 在 其 他 场合 也 经 常 遇 到 ， 把 这 一 思想 抽象 为 一 个 概念 ， 用 数 
学 形式 给 出 ， 就 是 A- 截 集 (或 A 水平 集 ) 的 概念 . 
定义 18 设 和 4e 了 (0), 对 于 任意 Xe[0,1], 记 


(4), ДА, А {и| А (и) А] 
АЖ А МАЕ СА ЛР), А 称 为 册 值 或 置信 水 平 ， 
А, А |А (и) > 21 


ИАА, ЖШ А, ШЖК 4 Пл. 
例 1-6 设 4 为 实数 集 X 上 的 模糊 集 ， 其 隶属 函数 为 
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AG) = ө®(-®-) 

ЖА,,. 

解 ” 由 入 - 截 集 定义 ， 有 

А = {x| 4 (%) = exp( - >) = 0.5} 
= |s|- Vi ша < юй 

说 明 ，(1) 4 的 )- 截 集 4, 是 一 个 普通 集 ， 它 是 通过 对 А 的 
截取 得 到 的 . 

(2) 截取 模糊 集 А 的 A- 截 集 4 ， 就 是 将 А 的 隶属 函数 按 
下 式 转化 成 特征 函数 ， 即 


Ас) = Ñ А (ш) Z À 
0, A(u) <À 
如 例 1-6 中 ， 
4», (#) = |" хє[- Лай, 14] 
0, хе[- Ум, Ли] 


(3) 由 А 的 隶属 函数 到 4、( 或 4,) 的 特征 函数 的 转换 ， 
如 图 1-6 所 示 . 
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图 中 曲线 是 4 的 隶属 函数 А (u), 矩形 波形 状 的 曲线 是 
А, (3% 4,) 的 特征 函数 A. (ш) (BR А, (и) ). 


1.3.2 А-ТЕ 


性 质 1 (ДОВ), = 4, ОВ, (4 ПВ), = А, ПВ, 

Ш 只 证 第 一 式 - 

пє(А О В), (А U B)(u) >2 А©=А(и)\У B (u) > 
А-А (и) ® À ER B (u) Z Àu eA, EQ ue B,e@u e A, U B, 

性 质 2 Шлус[0,1], Нл = у,ША, 2 А,, А, = U. 

证 пед, А (и) жу S> Аш) у Ашел, „ДА, А, 

这 个 性 质 说 明 ， 截 集 水 平 越 低 ，4, 越 大 ， 反之， 水 平 越 高 ， 
A, 就 越 小 . 特别 当 和 A = 1 时 ,4 最 小 ;A = 0 时 ,A， ЖЖ. 

注意 : 一 般 地 (4°), 5 (А, ,比如 设 = [urusa], В. 


u, из 
д 20.6 03 .02 
~ ш u, из 


于 是 (入 )os = 1ш, = fa (do = ©, Я № 
С АЭ Я (4,4) 

МЗ (А), = (А) СА), = (41) 

Ж 仅 证 第 一 式 . пе (4), А (и) = 1- А(и) > 
А© А (и) <1-АеА (и) 2 1 - леше А, ие (A,..,)°. 


性 质 4 А (0) (ЕР, М 


(име) эшл. (94°), епи 


17 ^ rer 


证 仅 证 第 一 式 . 设 we ОА ЕТ, иеди, + 
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А9 (и) элә V. 49 > À 
14 


即 (u 4% КО) > Аше (о 4° ), 
故 有 [u 4°? ), оџа? 


应 注意 上 式 一 般 不 能 写成 等 式 ， 例 如 对 Yue U, 设 
А" (и) = {1 -本 (n = 1.2.3，) 


т» (даю 
从 而 (0 4°) = 
ЗН А = 人 ,可 知已 4 = @ k [Ú А?) д 


1.3.3 ЖЕЖ 
定义 19 设 和 4 e.F(U) ,4 称 为 4 的 核 , 记 为 Ker4 ， 即 
КегА = Ju|A (u) = 11 = А, 
А, ЖА 的 支 集 ( 或 支撑 集 }, 记 为 Supp 44， 即 
ЗиррА = lulA(u) >0{ = A, 
而 Supp А – А, ЖЖ 4 的 边界 . A, ЗЕ, А 称 为 正规 模糊 集 
(如 图 177). 
核 是 由 和 ФРІ 的 元 素 组 成 的 普通 集 ， 核 中 的 元 
素 是 完全 求 属于 4 的 成 员 ， 而 支 集 则 是 由 4 中 隶属 度 大 于 零 


的 元 素 组 成 的 普通 集 ， 且 当 和 A 从 1 趋 于 0 P, А.М Ker A 开始 不 
断 扩大 ， 收 进 越 来 越 多 的 元 素 ， 最 终 变 成 Supp 4 ， 因 此 ， 普 通 
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ГА, Б, ол 

象征 着 一 个 具有 游 移 边 界 的 集合 ， 一 个 具有 弹性 疆域 的 集合 ,一 
个 可 变 的 、 运动 的 集合 ， 且 由 性 质 2 易 知 ， 它 还 是 一 个 集合 
“ 套 ” 一 个 集合 的 集合 族 。 4 的 边界 Supp 4 -4, 是 介 于 完全 属 
于 4 与 完全 不 属于 4 之 闻 的 全 体 元 素 , 我 们 称 之 为 A 的 “ 灰 
色 ” 地 带 . 

关于 支 集 与 核 有 如 下 性 质 〈 由 读者 完成 证 明 ) : 

(1) Supp@ = Ker@ = @,SuppU = KerD = U 

(2) Supp(Supp А ) = Supp А ,Ker(Ker4) = Кег А 

(3) АПВ = @eSupp À П Supp B = @ 

定义 1-10 Pra e[0,], 4е (И), EX (AA)eZ(U), 
它 的 隶属 函数 为 

(ЛА) (ш) ДАЛА (u) 

模糊 集 А 4 称 为 数 4 与 模糊 集 д 的 乘积 . 

特别 的 , # АЕ (0), Д] 
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CGO А лаб) = | "А 
ue 


这 里 的 АА 也 是 一 模糊 集 . 
L4 分解 定 理 与 表现 定理 
1.41 分 解 定理 


分 解 定理 是 模糊 数学 理论 发 展 的 重要 组 成 部 分 ， 它 给 出 如 何 
把 模糊 集 分 解 成 普通 集 ， 从 而 可 把 模糊 集 里 的 问题 化 成 普通 集 里 
的 问题 来 讨论 ， 前 面 介绍 的 人- 截 集 的 概念 ， 实 际 上 给 出 了 一 种 
把 模糊 集 化 为 普通 集 的 方法 - 

# 4 є#(Ш) ,对 给 定 一 个 ho e [0,1] ,就 得 到 一 个 普通 集 
A, ,如果 让 А 取 遍 [0,1] 内 所 有 的 值 ,就 可 得 到 无 穷 多 个 4 

反之 ,， 若 把 4u 乘 以 he， 就 得 到 一 个 模糊 集 АА, ЖЕ 
函数 〈 图 1-8) 为 


Ло, НЕА», 


(дай, (и) =| 
0 


图 1-8 普通 集 与 模糊 集 的 转换 


同样 ， 若 用 和 分 别 乘 以 上 述 的 无 穷 多 个 4 ， 就 会 得 到 无 穷 
多 个 模糊 集 A44, ， 它 们 的 隶属 函数 为 
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А5 иЕД, 
(АА) (a) = | 
0, uë A, 
这 样 ， 如 果 把 得 到 的 所 有 的 模 寡 集 求 并 集 ， 就 得 到 原来 的 模糊 集 
А. 
把 上 述 过 程 用 数学 形式 写 出 来 ， 就 是 下 面 的 分 解 定理 . 
定理 11， (分 解 定理 1) 设 4 (0), 
Ú AA, 


А = 
~ Ae[0.1] 


或 AG)= [M AAJ) = у ЛА) 


Ae[0,1] 
ЖФА, (и) ЖА, 的 特征 函数 . 
证 
(oa = олло) 


07 


max Ж ) (А ^ А0), вела Q A 4, (и)) ] 
e YS АЛЬ, ЛО] 
а А = 4%) 


分 解 定 理 是 模糊 数学 的 基本 定理 之 一 ， 它 反映 了 模糊 集 与 普 
通 集 的 密切 联系 ， 为 了 对 分 解 定理 有 一 个 直观 的 理解 ， 下 面 通过 
几何 图 形 ( 见 图 19》 来 说 明 . 


图 中 台阶 状 粗 线 表示 ( О AA.) 0) , 易 见 和 аван, 
值 息 “ 密 ”, 当 和 取 包 [0,1] 内 的 一 切 值 时 ，( ,由 ,A4、) (u) 将 构 


Wl 
成 隶属 函数 4 (u) 的 图 形 . 
类 似 地 有 分 解 定理 下 . 


和 一 -一 一 一 一 Ас 


图 19 分 解 定理 图 像 


定理 1-2 (ДЖЕН) Идея, MI 
4А = 0 АА, 


— лейбл] 


此 定理 的 证 明 留 给 读者 去 做 
定理 1-3 (ДМИ) Идея, 


Н: [0,1] ->2(0) AP HA) 
对 YAe[0,1], 满足 : 
А, СНА) СА, 


那么 1) 4 = МАН) 
(2) ХР УЛ, А, в [0,1], А, < А», ДЇ 
Н(А,) 2 H(À;) 
(3) 对 YAe[L0,1], 有 
А, = Q Ha) (А #0), À, = ы H(a) (А551) 
证 (1) 对 Ул=[0,1], 因为 
A, СНА) СА, 


所 以 AA, САН(А) САА, 
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从 而 АА, СЫ АНА) C МЫ AA 


u 
де] * helo, el 


由 分 解 定理 工 与 工 知 
A= U АА, = А, 


лев Ё ае) 


故 4 = M AHQ) 


(2) МА, сн А, 2 A. Ik 


НА) 2А, 2А, 2 На, 


(3) ел > 0,9 Ма <А, 有 
На) 2А, DA, 
从 而 2, H(a) 2А, 
H + H(o) © 4。, 因 此 有 
п На) СПА. = Ауу = АА 90) 

故 А, = а) (#0) 

同样 可 证 А = 0 На) (АП 

А 1 5 АН T nf ЖЖЕНИЕ, 
而 分 解 定理 亚 则 进一步 给 出 了 如 何 用 满足 一 定 条 件 的 集合 《不 


一 定 是 截 集 ) 来 构造 模糊 集 的 方法 ， 因 此 它 比 前 面 两 个 分 解 定 
理 具有 更 广泛 的 实用 价值 . 


1.42 表现 定理 


表现 定理 与 分 解 定理 一 样 ， 也 是 模糊 数学 的 最 基本 的 定理 之 
一 ， 它 从 另 一 角度 来 阅 明 模糊 集 是 由 普通 集 扩充 而 成 的 . 
先 引 进 集合 套 的 概念 . 
定义 1-11 © 
Н: [0,1] > 9 (U) ,А > H(À) 
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且 对 УА, Л, є[0,1],Ж А, < А», НКА) Ə H(A,) МНЯ 
为 忌 上 的 集合 套 . 

比如 分 解 定理 正中 的 映射 电 , 就 是 UU 上 的 一 个 集合 套 , 特别 
地 ， 对 于 任 一 4eF(U)， 截 集 族 14,JAef0,1]1] 以 及 
14, Ae [0,1 都 是 VU 上 的 集合 套 

分 解 定理 下 告诉 我 们 ,一 个 模糊 集 可 由 一 个 集合 套 “ 拼 
成 ”， 那 么 ， 任 何 一 个 集合 套 是 否 都 能 “ 拼 成 ”一 个 模糊 集 昵 ? 
表现 定理 给 了 肯定 的 回答 . 

定理 1-4 (表现 定理 ) ” 设 昌 是 UU 上 的 任意 一 个 集合 套 ， 
则 


‚фи АН(А) 


是 UV 上 一 个 模糊 集 , 记 作 4 ,上 且 对 0<A<1 有 

(1) А, = Q Ва) 

(2) А, = 0 Н(о) 

证 УЛе[0,1],8 РАА) е2 (0) ,АН(А) є# (1) ,从 而 
Ы AABO) «Я (0), ы АНА) 是 0U 上 的 模糊 集 ， 记 


Aelo, лел 


4 U АН(А) 


~ = алу 
下 面 先 证 明 对 于 VA е [0,1], 有 
А, C HQ) СА, 


ЖыеА, BD A (и) > А,В) (аЛ Аа) (и) > À. 
这 表明 ЗА„є[0,1],{#А„ЛАН(А„)(и) > A, 于 是 有 A。> A 并 且 
Н(А) (и) = 1, 从 而 we А(А,) С АА). 由 we НА) 有 
H(A) (и) =1, 故 

4ш) = V. (@ЛН(а) (ш) АЛИСА) (в) = A 
因此 we4. 这 就 证 明了 4，C H(A) СА,. 再 由 分 解 定理 ШИГ 
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得 出 本 定理 的 结论 . 
由 定理 的 证 明 过 程 可 得 如 下 推论 : 
推论 设 召 是 局 上 的 集合 套 ， 记 
4 =. ABO) 


则 对 VA e [0,11], Ж 
СА(А) СА, 


习题 1 


1. 试 举 出 几 个 你 所 学 专业 中 或 日 常生 活 中 的 模糊 概念 或 模糊 性 现象 . 
2. ÜU = lunas. А,В,С ЕЯ), Н 


а=, Š$ 


шщ тщ шщ 
в 23 ,09,04,1 06,1 
ыы ощ ща ш 
є-4+%3,%6,0%2,1 06 
шташ та аа 
ЖАПВ, А ЦВ, (див) NCANB оС, (АП О 
(аш луп с. 
З. А,В,С є УСШ) ,证 明 以 下 性 质 成 立 : 
(04044 
(2) аоВв- воя 
(З) (ап в) пс = А п(В п) 
(Аи В)П А = А 
G)(An B)UC = (AU С) п(вос) 
(6) 0пА = A,GU A = А 
(7) СА) А 


4. 利用 性 质证 明 下 列 等 式 : 
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(б (ап(вп c)u(&n6))u С=(АПВПС)ИШ 
с: 
(2) (дав) овпс)о(спд) = (4 ов) п(в 
ое) п(суаА) 
5. 设 À , B 均 为 实数 域 X 上 的 模糊 集 ， 且 
AG) = өз[-(®1)]. в = ep[- (552), 
ЖА СА О В) (а), (А п В) (а) „Аз ,Вьн 


6. 十 代 史 分 期 ( 指 划 分 奴隶 社会 和 封建 社会 的 界限 ) 是 模糊 的 ， 若 记 
“ВЯ” НА, H 


а 09, ОТ, 055,04, 03 01 
E t W UM ` 36 ЫН # МИ 70 
Ж бирр А, Ker А , Supp А -А. 


7. 设 4 =05 eS 
И" 


8 证 明 :(4 п B), = A, ñ B,. 
9. 证 明 : (A), = (A,..)°. 


10. 设 д е weT, 证 明 ( 45] = 

п. Ë Лея Е, 4 = м АА, 

12. U = |а,,с,4,е), А є #(Ш), 试用 分 解 定理 I 求 模糊 集 4 ， 
已 知 


labedel , OgASO0.2 
А = label 02 <А 0.5 

{асе} ‚ 05 <л=0.7 

{1 07 <Ал&1 
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第 2 章 模糊 集 的 数 第 指标 


本 章 介绍 模糊 集 的 一 些 数量 指标 ， 主 要 包括 模糊 集 的 高 、 深 
度 、 模 糊 度 以 及 两 模糊 集 的 距离 和 贴近 度 ， 通 过 对 数量 指标 的 讨 
论 ， 可 以 加 深 我 们 对 模糊 集 的 理解 . 


2.1 模糊 集 的 高 、 深 度 及 基数 


我 们 知道 ， 模 类 集 完全 由 其 求 属 函数 来 确定 ， 知 道 了 隶属 函 
ЖАНЕ nin T ШИШЕ. - 但 是 有 时 我 们 希望 知道 模糊 集 某 方面 的 特 
人 性， 比如 朗 了 解 模板 集 的 “大 小 ” ,模糊 程度 以 及 两 模糊 集 间 的 
“距离 ”等 等 ， 这 时 光 知 道 隶 属 函数 是 不 够 的 ， 还 需 引 人 一 些 数 
量 指标 ， 来 描述 模糊 集 的 这 些 特性 . 

2.1.1. 高 和 深度 
定义 21 ВН АЕЯ(И), Ш 
hg À A зирд (и), dphh Дад (и) 
分 别称 为 模糊 集 4 的 高 和 深度 . 

模糊 集 4 的 高 和 深度 ， 都 是 反映 模糊 集 素 属 函数 的 极 值 状 
态 ， 高 反映 的 是 “ 极 大 ”方面 的 情况 ， 深 度 反 映 的 是 “ 极 小 ” 
方面 的 情况 。 对 于 有 限 集 上 的 模 燃 集 ， 高 和 深度 实际 上 就 是 模糊 
集 的 未 属 函 数 的 最 大 和 最 小 值 . 

另外 ,车 À 是 非 正规 模糊 集 , 且 存 在 we U, Ë А (в) = 
hgt À ,那么 我 们 可 借助 Ма А 把 А 化 为 正规 模糊 集 . 即 如 果 定义 


А (и) 
КО А (VueU) 


зр: 


出 À ' 是 正规 模糊 集 ，44 ' 称 为 4 的 正规 化 模糊 集 . 
例 2-1 设 忆 = fa,b,esd|, 且 


_08 04,07 
а b с 


为 U 上 一 非 正 规 化 模糊 集 ， 求 hgt 4 ，dph Á , ЗРК 4 的 正规 化 
模糊 集 A'. 
解 had = зард (и) =0.8 


0.2 
4 + 


dph á = inf À (ш) = 0.2 
AG) р оз 0.875 025 
"yw ~ ab’ е a 

#22 设 4 是 实数 域 不 上 的 模糊 集 “ 所 有 比 1 大 得 多 的 
实数 ” ， 其 隶属 函数 为 


Аи) = 


0 x<1 
4%) -| 1 
1+ 100/(#-1)? ° 
求 hgt4 ард. 
Н мая ра -nT 
dph4 = од (z) = 0 


1 


2.1.2 基数 


若 无 特 别 声明 ， 本 章 总 假定 以 后 的 论 域 是 非 空 有 限 集 
U = fa 
定义 22 W A =c Z(U), в 
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分 别称 为 模糊 集 А 的 基数 和 相对 基数 . 
基数 | 4 ЕН А 的 “容量 ”的 一 个 数量 指标 ， 当 À 是 
普通 集合 时 ，| 4 | 就 是 普通 集合 的 元 素 的 个 数 ， 相 对 基数 
| А [ЖИ А 的 “浓度 ”的 指标 . 
例 23 0 = (шн, |, В. 
06. 08 02 0.4 
= 一 + 一 + 一 二 一 
u, u из шщ 


是 世上 的 模糊 集 , R |в WIB I: 


м |В|= X B(u) =0.6+0.8+0.2+0.4=2 
я 
B| 2 
Еф = 4 =4 =0.5 


关 十 模糊 集 的 高 、 深 度 及 基数 有 下 面 的 结论 . 
定理 2-1 Ае), ТУРЕ ЗУ: 
(О ара < [А] «вид 

(2) ПАП +I Al е1 

(3) dph4 = 1 - hgt 4° 


证 (1) mA. 

шолай + =L Y AGO +L 0) 
=L Y CACO но) 
=. (4 (и) +1- 40) 
= =1 

G) 1-м 1-р) =1-ыра - 400) 
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=1- [1 - inf A (a) ) = inf À (u) = dph À 


2.2 模糊 集 的 均值 与 方差 


仿照 概率 统计 中 的 均值 与 方差 的 概念 ， 可 给 出 实数 域 上 模糊 
集 的 均值 与 方差 的 概念 . 

定义 23 ” 设 有 实数 域 了 = ал, м, (RX = [ay ВП), 
НАЯ) „в 


[4 )dx 
А (х 


为 模糊 集 4 的 均值 , 而 称 


> А (x,) (x; ЕСА ))° 
var( А) = т 
4%) 


[ао -Е(С4))°& 
或 var( А) = Авдо +0 
[лы ы 


为 模糊 集 4 的 方差 

可 见 : ВИН ЕСА) 描述 的 是 4 的 “集中 的 位 置 "， 而 方差 
var (А) 则 描述 了 А 的 “分 散 程度 ”. 

例 2-4 ИЗХ = 11,2,3,4,5},А є.#(А),Н 
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3RECA),var( А). 
й 


У А0609 oar1643+3241 
E( 4) = = = +1. 二 + =3 


ЖҮ 


у AG) - EC 4) 
Y А6) 


_0.2х4+0.8х1+1х0+08х1+0.2х4 3.2 
7 3 3 


#25 设 实 数 域 为 X = [1,e], A е Я (Х), Н А (х) = 
їпх(1 5х е), Ф ЕСА) так А). 


8 
| [зо Гы as КОЕ 1 [a 
Е(А) = 

[ав рв am 人 

и е-е +1 сус 

[4 (2)(x -BAIA Гы -ECA))d 
Var( А) =Я - Л - 

[аба [ъа 


= [а -2Е( A) [вах + А) | Úi 


ы (А) +04) 
_2е +1 а 2е +1 (е +1) 
9 ЕСА) = 9 16 
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2.3 ИМЕ 


ВОЕННЫХ. РОННИ 
ИМЕЕТ, ВВА нове МИИЕ, 2076088 
ВЕЕТ ЕТСЯ, Нод 

299,08 ,1,01 


А 

7 ш ну чу ua 
p= 04 0.5 0.5 .0.6 
7 шщ u, иу Ha 


ЖЕНИ = [uran uyu] 上 的 两 个 模糊 集 。 直 观 地 在 ， 召 DUE 
要 比 4 更 模糊 些 ， 因 此 导 求 一 个 数量 指标 来 描述 模糊 集 的 模糊 
程度 是 很 必要 的 ， 那 么 用 一 个 怎样 的 数量 来 描述 模糊 集 的 模糊 程 
度 呢 ? 一 种 自然 的 想法 是 ， 普 通 集 是 不 模糊 的 ， 标 志 它 的 模糊 程 
度 的 数量 应 该 为 零 ; 而 对 Vu 0, 0 À (u) =0.5, 则 A" (u) = 
0.5, 此 时 4 最 为 模糊 , 标志 其 模糊 程度 的 数量 应 为 1; 又 因为 
[А (и) —0.5]= | 4°(и) -0.5|, 所 以 А 5 А° 的 模糊 程度 应 该 
相等 . 此 外 ,标志 模糊 集 А 的 模糊 性 大 小 的 量 还 应 该 具有 性 质 : 
А (и) 越 远离 0. 5， 其 值 越 小 ， 反 之 越 奢 近 0.5， 其 值 越 大 ， 基 


于 此 想法 ， 可 定义 模糊 度 如 下 : 

定义 2-4 Жа ғ) 一 [0,1] 满足 ， 

(1)4( А) =054 eZ(U) 

(2) 44) = 154 (и) =0.5, 对 YueU 

(3) Ж Vu, eU,8 А (u) = В(ищ) >0.5,нў А (и) < 
B(u) <0.5, 则 d( 4) < 4( B) 

(4) da( A) =4( 4) 
则 4( A) 称 为 模糊 集 А УЕ 

这 是 一 个 公理 化 的 定义 ， 它 只 给 出 了 模糊 度 最 基本 的 要 求 ， 
但 此 定义 不 适用 于 计算 ， 在 实用 中 还 需 给 出 其 具体 的 形式 ， 由 定 
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义 可 知 ， 模 糊 度 的 具体 形式 不 是 唯一 的 下面 我 们 给 出 一 种 可 进 
行 计算 的 模糊 度 . 


由 于 
(4) =004 eZ(U) 


@ 4) = 12У, аы) Ан |=1 
= Паш) Аа) Аи) = + 
(3) 4 А (u) > B (u,) 20.54 


У 14 (в - А, (щ) | 


т 


А) = 
2. 
Га ш) - 1182180) - И 


[В (ш) -B,.s(u)|= L( B) 

окне 5, | A G) = Ass (a) |= E.M À (щ) =@5( = 12, 

证 先 证 À (u) 20.50 =1,2,..,n). 如 若 不 然 ,不 妨 设 А (щ) <0.5, 而 
A (а) 20.5(:=2,3,--.,п), РЕ 


Сы 
这 是 不 可 能 的 ， 从 而 А (4) 20.5. 
再 证 A (u,) =0.5(i = 1,2,…,n). 如 若 不 然 ,不 妨 设 4 (u) > 0.5, 于 是 有 


=! А (и) Азба) | 


АРС) А Са № У | AG) Ааа) 


= РА) -1]+ 
这 也 是 不 可 能 和 的， 从 而 4 (s.) =0.5. 
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当 А(щ) < B (u) <0.5 时 ,同样 可 证 L( ) < L( B )( 8 
#9). 


мао 2 CA) | 


yb 


+ BG) - (472.61 

аа) Са] 

= [Bl лы) -ol 

+ ао) аә] 
[оо а У (0 аео -ol] 


-2] улде Ао X| A Ав 
Ха) - лы | 


А A КА 


М UM UN, = № = {1,2,---,п|,М ГМ, n N, = @, 
№ = Шеми (и) <05 = реми A(u) = 0.51, 
№ =|k|keN B 4 (ш) > 0.5]. МИА) 满足 定义 2- 4 的 四 条 


ЖОК, 于 是 有 下 面 的 定义 . 
定义 25 Идей), іс 


ша) 25У Аб) - | 
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КА) 称 为 A 的 二 模糊 度 . 


下 面 介绍 度量 模糊 集 的 模糊 程度 的 另 一 具体 形式 - 
定义 2-6 设 4e9(7), 记 


ТЫРЫ 


НА) 称 为 Д МИЛЫЙ, А = 1Z(nln2),S(X) = - xlnx - 
(1 —x)ln(1 — x). 

容易 验证 H( 4 ) 满足 模糊 度 的 定义 . 故 可 以 H( À ) 作为 模 
糊 度 的 另 一 种 度量 工具 . 

粹 ， 原 是 一 个 热力 学 概念 ， 它 是 描述 分 子 运动 无 规则 性 的 一 
种 量度 ， 现 用 它 描述 模糊 度 ， 是 模糊 集 所 合 模 糊 性 大 小 的 一 种 量 
度 . 

例 2-6 0 = [urusa ua us], В. 


01.0.3 07 08 05 
=—+— +— + + 


цу и иу ua шщ 
Ж [41,1 А ва dph A СА) НСА). 
ж 
[41 = Ха u) =0.1+0.3+0.7+0.8 +0. 5. = 2.4 
ЦЕ ла о 
һи А =supá (u) = 0.8 


аА =inf A (a) = 0.1 


， 
ЦА) =Y 1а (ш) -hslm) | 
=0. 


4(|06.1-0|[+ 10.3 -0|+ [0.7 -11 
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+ [0.8 -1|+ [0.5 -1) 
=0.4(0.1 +0.3+0.3+0.2+0.5) = 0. 56 


на) => (uln4 (a) 


+(1- 4 (0) 4 (ш) = 0.77 


2.4 ”两 模糊 集 的 距离 


我 们 日 常 所 说 的 距离 是 指 Euclid 空间 中 的 距离 ， 它 可 以 用 

‚ 数学 语言 这 样 来 措 述 ， 设 悟 为 论 域 ,x、yeU,x 与 y 问 的 距离 d(x， 
у) 是 一 个 非 负 实 数 ， 它 满足 下 述 三 条 公理 : 

(1) d(x,y) = 0х = у 

(2) d(x,y) = d(y,z) 

(3) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (其 中 zeU) 

回忆 一 下 我 们 在 线性 代数 中 曾 学 过 的 两 个 距离 公式 : 

4(а,Ь) =1х-у1 (其 中 x,y 分 别 是 直线 上 两 点 4,6 的 坐标 ) 


d(a,b) = [Уши -by 


(其 中 a = (ааа) = (b4,6,,…,b,) 是 n 维 向 量 空间 的 任 
两 向 量 ) 都 是 非 负 实数 ， 且 易 验 证 它们 均 符合 上 述 三 条 公理 . 仿 
此 ， 我 们 可 定义 两 模糊 集 的 距离 . 

定义 27 А. Ве (И), в 


а, A [YX 1 4 Ga) ево] 
(аа [ас - Boya] аних Е 


的 有 限 区 间 ) 称 为 Á 5 B 间 的 Minkowski 距离 (p 为 正 实数 ). 
当 p =2 F, ЖЖ Euclid 距离 , 记 为 dg( A. В); 


.40. 


当 p = 工时 ， 称 为 Hamming 距离 ， 记 为 dr( А,В). 
例 27 ЖО = lurus шв}, B. 


0.2 06 0.1 
A === +—+— 
> u ш оь 
в - 06 0.3 0.8 
> w ш 5 


为 UU 上 两 模糊 集 , 求 ds( A. B),d (A.B). 
в аса в) [ао вор] 
= (0.16 +0.09 +0. 49)? = 0.86 


404, в) 1а (ш) - В (щ) | 
=0.4 +0.3+0.7 = 1.4 


在 实用 中 常用 所 请 “相对 Hamming ВН”, “加权 Hamming 
距离 ”和 “加 权 相 对 Hamming 距离 "它们 的 定义 分 别 为 


6( A.B) Td (A.B) 
44. ВА Yet) | 4 (u) — B (u) | 


(A.B) ТУ абы) а (u) - B(w) | 


其 中 (a) (i = 1,2,…,n) 是 加 于 志 上 的 权 数 ， 一 般 要 求 能 满足 
же, № 
Уаш) =1 


#928 ÜU = ши, ши, ua, us |, В 
20.8 0.5 07,0401 


ш чу из da us 


Е 


в -0®2,0®%6,07,01 04 
~ ш И из и. us 
为 U 上 两 模糊 集 ， 权 数 向 量 为 w = (1,2,0.5,0.5,1), 求 804， 
В),а, (А,В) Аб6„(А,В). 
解 


dn( 4,8) 
(4,B)= 


5 
=0.2(0.6 +0.1 +0 +0.3 +0.6) = 0.32 


da(4,B8) = Ye(u)| 4 (u) - В(ш)| 


=lx06+2x01+05x0+05x03+1x06 
=0.6 +0.2+0+0. 15 +0.6 = 1.55 


4,(А,В) 
5. (А.В) =——;—— = 0.31 


加 权 Hamming 距离 有 很 大 的 实用 价值 ， 看 一 个 具体 例子 . 

#129 设 某 农作物 在 4 地 产量 较 高 ， 现 计划 把 该 农作物 移 
植 到 气温 、 湿 度 、 土 壤 条 件 不 同 的 B 地 或 C 地 , 问 B、C 两 地 哪 
里 较 适 宜 ? 

解 ”由 于 植物 对 气温 、 湿 度 、 土 模 三 个 条 件 的 要 求 各 不 相 
同 ， 因 此 不 能 把 这 三 个 条 件 等 同 看 待 ， 需 要 应 用 加 权 Hamming 
距离 来 处 理 . ВО = {气温 ,湿度 , 土 模 | = ао, 作为 论 
域 , 则 4、B\C 地 的 环境 均 是 上 的 模糊 集 , 根据 专家 评定 ， 表 示 
三 地 环境 的 模糊 集 分 别 为 


д -08 ,0.4 ,0.6 
~ ЕД to Hy 
в =9.9 0.5 0.3 
~ ш 2 из 
с -%6,®6,0.5 

ш H> 3 
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根据 经 验 取 权 数 w = (1.5,0.7,0.8). 易 见 它 满足 归 一 条 件 . 
又 
4.(А,В)=1.5х0.1+0.7х0.1+0.8Х0.3 = 0.46 
4.(А,С)=1.5х0.2 +0.7 х0.2 +0.8 x0.1 = 0, 52 
аА, В) <4,(А,С) ЯНА B МНН 
此 在 BB 地 移植 此 农作物 较为 适合 . 
需要 说 明 一 点 ， 使 用 Hamming 距离 处 理 问题 时 ,一 定 要 对 
具体 问题 作 有 具体 分 析 ， 不 能 生 搬 硬 套 ， 和 否则 有 时 得 到 的 结论 与 实 
际 情况 不 符 ， 比 如 选择 人 才 ， 合 格 成 绩 是 60 分 ， 现 张 三 85 分 ， 
李 四 58 分 ， 将 这 些 分 数 均 除 以 100， 作 为 素 属 度 ， 则 张 三 的 成 
绩 与 合格 成 绩 的 Hamming 距离 为 
10.60 – 0. 85 | = 0.25 
而 李 四 的 成 绩 与 合格 成 绩 的 Hamming EE 88 3 
10. 60 -0.58 | = 0.02 


如 选取 距离 小 的 则 应 选 李 四 ， 显 然 这 是 不 符合 实际 情况 的 .为 什 
么 会 出 现 这 种 情况 呢 ? 原因 是 这 个 问题 与 例 2.9 不 同 ， 前 例 是 越 
靠近 标准 越 好 ， 而 此 问题 却 是 高 出 合格 成 绩 越 多 越 好 ， 这 就 是 说 
在 处 理 此 类 问题 时 ， 必 须要 考虑 到 有 距 离 的 “ 正 ”、“ 负 ”".。 所 谓 肥 
离 的 正 负 是 指 : 
# А(щ)- В(щ) > 0, 则 А 对 В НИЖЕ; 
# А (щ) - В(щ) < 0, 则 А 对 В 的 距离 称 为 " 负 距 离 ” 
91210 某 公司 按 德 、 才 、 学 、 识 四 个 方面 录用 人 员 . 每 一 
个 人 的 素质 均 是 论 域 
U0 = | 德 才 .学 , 识 ] = ры зщ из ug] 


上 的 模糊 集 ， 现 需 从 甲 、 乙 两 备 选 人 中 录取 一 人 ， 而 表示 这 两 人 
素质 的 模 糯 集 分 别 为 


近 


.43 ， 


_0#@5 06 06 


А 

~ u, u, из и 
в 06,06,0807 
7 щш а в шщ 


问 应 录用 哪 一 个 ? 
м 不 同 的 工作 对 四 个 方面 的 要 求 是 不 同 的 ， 即 权 数 不 同 
如 给 定 权重 分 配 


ш = (1.5, 0.7, 0.7, 1.1) 


НИНА, ЭЖЕЕ, ИЖ 
(А,В) =1.5(0.8 -0.6) +0.7(0.5 - 0.6) 


+0.7(0.6 — 0.8) +1.1(0.6 - 0.7) 
= -0.02 
这 说 明 甲 比 乙 略 差 ， 应 录用 乙 . 
车 另 一 工作 岗位 注重 德 ， 所 给 定 的 权 数 分 配 为 
в” =(2.5, 0.5, 0,5, 0.5) 
М 4„(А,В) =2.5(0.8 -0.6) +0.5(0.5 -0.6) 


+0.5(0.6 - 0.8) +0.5(0.6 -0.7) 
=0.30 
此 时 当然 应 录用 甲 . 
2.5 两 模糊 集 的 贴近 度 
贴近 度 是 度量 两 模糊 集 接近 程度 的 数量 指标 ， 下 面 给 出 其 定 
x 
定义 28 НИЯ _ 
D: #(Ш)х #(Ш)у— [0,1] 
满足 条 件 : 
` ()DCA.B) = D(B,A) 


44. 


(2) (4,4) =1 
(з) ЖАОВСЩАСВСС 
м А,В) 2 В(А, С) 


ЖА РСА, В) 称 为 4 与 B 的 贴近 度 . 
这 也 是 一 个 公理 化 的 定义 ， 为 满足 应 用 上 的 需要 ， 下 面 给 出 


几 个 具体 的 贴近 度 . 
(1) Hamming 贴近 度 


D (A.B) =1-LYlAG) 0)! 


) 


ара 
(2) Euclid 贴近 度 


De( 4,B)=1- (А(щ) - В(ш))* 


А (и) - В(и)) aa) ) 


(或 De( 418) =1- = 


(3) 格 贴近 度 
(А,В) =(А°В)Л(А®В)° 
其 中 А-В ÀV (AG) A B (u)) 


A@B AA (4(u)V B(u)) 


„Ж 
分 别称 为 4 与 B 的 内 积 与 外 积 . 面 А,В еЯ°(0) = | АТА, 
= @,Supp À 5 О. 

(4) 最 大 最 小 贴近 度 
ута А (и), ËB (u) ) 


А,В) = 
Упа А G), В (щ,)) 
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(5) 算术 平均 最 小 贴近 度 


2 min( À (ш), В(и,)) 
D(A.B) = 


ХА + Y Вә 


容易 验证 上 述 各 式 均 符合 贴近 度 的 条 件 . 
9121 设 4 = 94.08. 1 06 
ш ч ча ш 
В = 05 + 1 + 9.3 + 0.6 
~ u, ш из из 
ҖИ = {щш уш, | 上 两 模糊 集 , 求 Ds( 和 ,如 ) ,De( А,В). 
解 


А 
ра, В) =1- Y 14 (и) - B(u)| 


=1-0.2(0.1+0.2 +0.3 +0.4 +0.6) 
=1 - 0.32 = 0.68 
D(A,B) =( А-В) A(4@8) =08A (1-03) =07 
ВНЖ ОЛЕНЯ ЕВА, ЖЖ 


НВС. НИЖЕ, БДО 
时 ， 用 格 贴近 度 较 简单 .例如 设 


(oa > а) 


如 图 2-1, 易 见 A@ B = 0, 而 且 А - B 恰好 等 于 两 曲线 在 交点 
za 处 的 高 度 ， 而 x 满足 
(а-а)? (人 oa) 
с? Е ©) 


9105 + 301 
从 而 xx= — 


G +; 
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Bu) 


ра, В) 


图 2-1 正 态 型 模糊 集 的 格 贴近 度 


( 另 有 一 根 z = (озо - toz)/(os — юу) 不 介 于 m ,os 21,8 
去 ). 


бетар? (са? 
故 А-В =е й = е 
于 是 
(1-5)? 


D,( À , B) = ето? 


习题 2 
L BU = [uran ta шу}, А e (U), B. 


д 292,04 05.07. 09 
Á = tan t mn V m | m 
жд ПА їка А dph A СА) НСА). 

2 设 X =[-1,1] 为 实数 域 , 4 700), B 
1+х, -1<x<0 


ас = Í 


1-х, б<=х=1 
求 E( A ).var( А). 
з. 0 = luru "u |. A. B єЎ(Ш),Н. 


ов,1,0 04.05 
ш Ш шщ U üç 
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бшщ ош шщ 
Жа.(А,В),1.(А,В),8(А4, В),р,(А,В),р,(А,В),,(А, В). 
4. НИЕ (шц |, А.В е0) (1 =1,2,3,4,5), B. 


分 别 用 贴近 度 《3) (4), (5) 判别 В 与 哪个 4, 最 贴近 . 
5. 在 天 气 预报 评分 中 ,定义 天 气 预 报 评分 S = СА, В), 


ee)? ` а-ар)? 


А (z) 2, B(x) =e я 


其 中 m 为 实况 值 ，a, 为 预报 值 ，o 为 标准 差 ， 今 有 某 气象 站 预报 甲 、 乙 两 
地 某 月 降水 量 . 甲 地 预报 为 220mm， 实况 为 225mm， 标 准 差 为 30mm; Z, 
地 预报 为 0mm， 实况 为 0. 5mm， 标 准 差 为 1mm， 试 分 别 求 出 甲 、 乙 两 地 
天 气 预 报 评分 . 


6. 证 朋 关于 Hamming 贴近 度 ， 以 下 性质 成 立 : 
(Do<p( 4,8)<l 


(2) ВА, В) -154 = В 
(3) D,(U,@) = 0 
(4) AC B СЫРА, С) «ОКА, В) АВВ, С) 
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第 3 章 模糊 关系 


客观 世界 中 各 客体 之 间 普 遍 存 在 着 某 种 联系 ， 集 合 论 中 的 
“关系 ”就 是 这 种 联系 的 抽象 ， 它 描述 了 客体 间 的 “精确 性 ” 联 
系 ， 而 “模糊 关系 ” 则 是 从 更 深刻 的 意义 上 表现 了 客体 间 更 广 
泛 的 联系 ， 本 章 着 重 介 绍 模糊 关系 的 定义 、 性 质 及 运算 


3.1 模糊 关系 的 概念 
3.1.1 模糊 关系 的 定义 


对 一 普通 关系 来 说 ， 两 事物 间 要 么 有 这 种 关系 ,要么 没有 这 
种 关系 ， 泾 泗 分 明 ， 然 而 在 实际 问题 中 ， 事 物 之 间 的 许多 关系 很 
难 用 “有 ”或 “无 ”来 回答 ， 如 父母 与 子女 的 长 相 是 否 相 像 ， 
有 了 时 就 难以 做 出 肯定 或 否定 的 判断 ， 两 者 间 的 “相像 ”关系 并 
非 非 此 即 人 第 ， 而 是 亦 此 亦 彼 ， 具 有 程度 上 的 差异 ， 再 比如 ， 治 炼 
过 程 中 ， 原 料 、 炉 温 、 出 钢 时 间 等 因素 对 钢 的 质量 都 有 一 定 的 影 
响 ， 但 有 时 某 因素 的 改变 却 又 不 影响 钢 的 合格 ， 其 原因 在 于 各 因 
素 对 钢 质量 的 影响 也 有 程度 上 的 差异 ， 我 们 把 具有 程度 上 差异 的 
关系 叫做 模糊 关系 . 

普通 关系 定义 为 直 积 U x 了 的 普通 子 集 ， 很 自然 地 把 模糊 关 
系 定义 为 已 xY 的 模糊 子 集 . 

定义 3-1 直 积 Ux 的 一 个 模糊 子 集 R 称 为 从 忌 到 了 的 一 
个 模糊 关系 , 记 为 


R 
了 一 7 
ТИЗЕ ЕЕ R (u,o) ДИК (ио) e U x V TF. R 的 相关 程度 . 
由 定义 易 见 ， 且 КН Оху. 
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ЖҮЛ, М U = УН, В 称 为 VU 上 的 二 元 模糊 关系 ; # R 
的 论 域 为 4 个 集合 的 直 积 Ux Ux… x U,, WJ R 称 为 = 元 模糊 
# R.S 前 是 从 已 到 了 的 模糊 关系 ,对 YCu,v) e U xV, 当 
Е (ил) = S(u,) 时 , 称 为 RR 与 相等 , 记 为 R= S. 

$31 设 忆 为 某 工厂 同一 工种 的 全 体 人 员 组 成 的 集合 ， 
“技术 水 平 相当 ”就 是 建立 在 已 上 的 一 个 模糊 关系 К. РЕ 
意 的 u.veU, 车 u,v 技术 水 平 完 全 一 样 , 则 令 R (ио) = 1, 若 相差 
甚 近 则 规定 是 (w,v) = 0, 其 余 取 [0,1] 内 的 值 . 

#132 设 工 为 横 轴 ，7 为 纵 轴 ， 直 积 筷 x 了 即 为 整个 平面 ， 
则 关系 “* 远 远大 于 y” 就 是 平面 中 的 一 个 模糊 关系 R. ИШ 
函数 可 定义 为 


o ‚ x<y 
ве - | 1 
1+ 100/(х - у)? 


3.1.2 模糊 关系 的 运算 及 其 性 质 


由 于 模糊 关系 就 是 直 积 上 的 一 个 模糊 子 集 ， 因 此 模糊 子 集 的 
运算 定义 完全 适用 于 模糊 关系 的 运算 ， 且 它们 的 运算 性 质 也 是 完 
全 一 样 的 ， 故 在 此 我 们 不 再 做 深 和 人 的 讨论 ， 只 简单 地 叙述 一 下 . 

3.1.2.1 模糊 关系 的 并 、 交 、 余 运算 

定义 32 Ü R,S 都 是 UV 到 V 上 的 模糊 关系 ,它们 的 隶属 函 
ЖЯ Е (ио), $ (и,е)( (иә) еШ ХУ). Ж] V (ио) eU хУ,# 

(R U S)(u,) А Ruv) V 5 (u,v) 
(R n 5) (иь) А В (ив) Л 5 (u,v) 
В (и) А1- Е (u,n) 
则 R U S ,R D ЖИ 只 与 8 的 并 与 交 , 面 R“ 
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称 为 模糊 关系 R 的 余 关系 . 
定义 33 设 尽 .ex 由 ,对 Yeo)sDxyY 若 
К (и) = Š (ир) 
则 称 为 模糊 关系 R 包含 S , 记 为 R 2 S. 
特别 地 ，(1) 对 Y (u,v) e U x V, 若 定 义 模糊 关系 
R'(s,u) А К(и,ь) 
则 如 7 称 为 R 的 “ 倒 逆 关 系 ”, 也 叫 "倒置 关系 ”. 而 当 К е7 ух 
U) R R' = ЕВ}, R 称 为 模糊 对 称 关系 . 
(2) 车工 为 0 到 上 的 模糊 关系 ,上 且 对 VY(u,u)eUxU, 有 


u = и 1 


1ш) = [ , 
0 , uu 
则 71 称 为 VU 上 的 恒 等 关 系 . 
(3) # Q Ж E 均 为 VU 到 VV 的 模糊 关系 , 且 对 У (u,v) 恒 有 
Q(u,) =0 及 E(u,) =1 


10, E 分 别称 为 忌 到 了 的 零 关系 及 全 称 关 系 . 
3.1.2.2 模糊 关系 的 性 质 


(1) (R) = RR ) = R 

Q)RUE=E,ROE=R 

(9 по = QRUQ=R 

(4) 对 VR, 有 QCREE 

ЕО, Ми R° C s“ 
т 


3.1.2.3 模糊 关系 的 合成 
实际 问题 中 ,很 多 模糊 关系 是 由 两 个 模糊 关系 复合 而 成 的 . 
仿照 普通 关系 合成 的 定义 ， 可 给 出 模糊 关系 合成 的 定义 . 
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定义 3-4 Я Q єЎ(ШхУ),К eS(V xW), Q x! R 
的 合成 ,是 指 从 U 到 下 的 一 个 模糊 关系 , 记 作 Q ° R. 它 具有 来 属 
函数 
(9-Е) (и) =V СО (ие) A R (e,e)) 
其 中 ue U,ve V, e W. Q = R 也 称 为 Q 与 R 的 复合 模糊 关系 . 
特别 地 当 R е7 (0 x U) Bf, 记 
ЕД Е.К, R'À Е". R 


3.13 模糊 关系 的 自 反 性 与 传递 性 


在 第 1 章 曾 介绍 过 》- 截 集 的 概念 ， 自 然 地 可 把 这 个 概念 推 
广 到 模糊 关系 中 来 . 
定义 35 Ш R 为 已 上 的 模糊 关系 ,对 YAe[0,1], 普通 关 
系 
R, = | (ао) R (ив) > A| 


称 为 模糊 关系 R 的 人 - 截 关 系 . 
定义 3-6 设 RR 为 0 到 上 的 模糊 关系 . 
(1)ЖЯ# У(и,и)ей/ x U, R(u,u) = 1, 则 R 称 为 模糊 自 
反 关 系 ， 
(2) Яў Уби) (эш) ,(и,ю)ей x U Җ VA e [0,11, 有 
| В (и) ЗА, В(о,ш) 2 АВ (иш) А, 


则 R 称 为 模糊 传递 关系 - 
由 定义 易 知 R 是 传递 的 模糊 关系 ， 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 截 


Жж R 是 传递 的 普通 关系 . 
定理 3-1 É R eS7(U xU) ,RR 为 传递 关系 的 充 要 条 件 为 对 


任意 的 wv.we UD, 有 
‚52. 


Кб) = V. СВ (и) À Ё(>,ю)) (3.1) 

ж (必要 性 ) 1% R 为 模糊 传递 关系 , 任 取 weU, 令 

Е (иль) A R(vw,w) = À 
由 此 得 К (ии) 2А, В (u) 2 A. fB R 为 传递 的 , 故 R (и,ш) > 
À, 从 而 
Rlu,w) 2 В (им) АЕ (0,0) 
由 weU 的 任意 性 ,得 
К (ию) 2 V. ( R(u,s) NR(v,w)) 
《充分 性 ) 设 对 Yu.v.weU 式 (3.1) 成 立 , 令 
R (а) A R (в,ш) = À 
ММ 是 (u,v) Z A. R (0,0) 2А ВНЕ о А (3.1) 成 立 , 故 
Е (и) 2 А,В 
Б (ио) ZÀ, Rlv,w) > А R (v,w) 2 À, 

所 以 R 为 传递 关系 . 

又 根据 关系 合成 的 定义 3-4， 式 (3.1) 右边 是 К 与 其 自身 
合成 关系 的 隶属 函数 ( R ° К) (ию), НЮЗ (3.1) 又 可 写成 
Е (и,ш) 2 (ЕВ) (иш), ЕО R > R , МЗ 可 改 
写 为 如 下 定理 . 

定理 3-2 R 是 模糊 传递 关系 的 充 要 条 件 为 


R O R+R(B R 8°) 


3.1.4 两 类 特殊 的 模糊 关系 


模糊 等 价 关系 与 模糊 相似 关系 是 两 类 特殊 的 模糊 关系 ， 它 们 
在 聚 类 分 析 中 占有 很 重要 的 地 位 . 

我 们 知道 ， 若 关系 丸 具 有 

(1) ҢЫ ийи; 
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(2》 对 称 性 uRoe=oRa; 
(3) 传递 性 uRo, ,Ru=uRu. 
则 称 关系 R 为 等 价 关系 ， 

仿 此 ， 可 定义 模糊 等 价 关系 . 

定义 37 j R e2(UxU),# R АНБ ВН 
糊 关 系 , 则 Е 称 为 U 上 的 一 个 模糊 等 价 关系 . 

定理 33 КеЯ (0х0) 为 模糊 等 价 关系 的 充 要 条 件 是 :对 
YAe[0,1],R, 都 是 已 上 的 普通 等 价 关系 . 

.证 对 YuwvweU 及 YAE[0,1], 由 于 

(1) МХ R(u,u) =Т= ле (u,u) > Aes(u,u)eR,.,F 
以 R МИА ЖУНИ R, 为 普通 的 自 反 关 系 . 

(2) Я (R(u,r) = A= К (ти) = À)ex((u,o) е 
В,=>(ь,и) eR,) ,所 以 R 为 模糊 对 称 关系 当 且 仅 当 R, 为 普通 对 
称 关系 . 

(3) НЯ R ° R С В-(В(и,ь) > А, В (0,0) > 
А» R (ию) 2А) (био) ЕК, , (6,6) eR,=(u,u)eR,) ,所 以 
R 为 模糊 传递 关系 当 且 仅 当 R, 为 普通 的 传递 关系 . 

故 R 为 模糊 等 价 关系 的 充 要 条 件 是 R, 为 普通 的 等 价 关系 . 

在 实际 问题 中 ,很 多 关系 只 满足 自 反 性 和 对 称 性 ， 我 们 把 这 
种 关系 称 之 为 模糊 相似 关系 ， 下 面 是 其 数学 定义 . 

定义 3 号 И Re S(U xU), R 是 自 反 、 对 称 的 模糊 关 
系 , 则 R 称 为 U 上 的 一 个 模糊 相似 关系 . 


3.2 模糊 矩阵 


同 普 通关 系 一 样 ， 当 论 域 为 有 限时 ,模糊 关系 也 可 用 算 阵 表 
示 ， 称 此 矩阵 为 模糊 矩阵 ， 因 此 ， 讨 论 模 糊 和 矩阵 及 其 运算 对 于 研 
究 模糊 关系 具有 重要 的 实际 意义 . 
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3.2.1 模糊 矩阵 及 其 运算 


定义 33 设 re[0,1](i = 1,2,…,myj = 1,2,…,n) ,和 矩阵 
R = (п). 称 为 模 类 矩阵 . 
例如 


就 是 一 个 2 хз 模糊 矩阵 . 

模糊 矩阵 是 普通 矩阵 的 特殊 傅 况 ， 普 通 和 矩阵 的 元 素 可 为 任意 
数 ， 而 模糊 符 阵 的 元 素 仅 取 区 间 [0, 1] 上 的 实数 . 

模糊 矩阵 可 表示 有 限 域 上 的 模糊 关系 ， 下 面 看 两 个 例子 . 

例 33 fU = V = { 石头 ,剪刀 , 布 | , 二 人 博弈 “ШЖ” 
定义 1,“ 平 局 ”定义 0.5,“ 负 ”定义 0， 币 乙 胜 负 关系 R НИЕ 
阵 表示 ， 则 有 


я ў ж 

(05 1 0 
-| 05 1 | 
布 \1 0 05 


例 3-4 设 身 高 的 论 域 为 = {140,150,160,170,180] (№ 
位 : cm)， 体 重 的 论 域 为 了 = 140,50,60,70,80] (单位 : kg). 
则 由 统计 可 得 表 3-1 所 示 的 模糊 关系 RR ， 它 表示 了 人 的 身高 与 
体重 之 间 的 相互 关系 . 


#31 身高 -体重 模糊 关系 及 (Ш) 


40 50 60 70 80 
140 1 0.8 0.2 0.1 0 
150 0.8 1 0.8 0.2 6.1 
1⁄0 0.2 0.3 1 0.8 0.2 
170 0.1 0.2 0.8 1 08 
180 0 01 0.2 0.8 1 


用 和 矩阵 表示 则 有 
1 08 02 01 0 
08 1 0.8 02 0.1 
К=|02 08 1 08 0.2 
0.1 02 08 1 08 
0 01 02 08 1 
ЗОО, ВЕ, „ЛОТ т п 列 的 模糊 矩阵 ， 若 
Кб тхл НЕР. Wie Ке... 
定义 3-10 ИД’ бе „НВ = (гу), = (6) ,S = 
АЛО 
(1) Жу = зу, КБЕ R = 5; 
(2) # r, < $5, 则 称 为 包含 RR, 记 为 5 О R, 
(3) # r! = r,,WJ ВТ ВЯ КЕНЕШ. 
定义 3-11 {#К,5є б „,ДЕР = (т),5 = (зу) ,定义 
RU SÀ (r; Vs) 
R n SÀ (Ле) 
RÀ (1 -ry) 
分 别称 为 与 5 的 并 、 交 及 不 的 余 矩 阵 ， 
例 3-5” 设 有 模糊 矩阵 
0.5 0.3 0.8 0.5 
Roses S зол 


0.4 0.8 0.3 0.7 
s RuS. RnS. КЖ 8". 
解 

0.8 0.5 0.5 0.3 
aus=| ) R ы ) 
04 0.8 0.3 07 

0.5 0.7 08 0.3 

к (в оз) (5 от) 

06 02 0.5 0.7 
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3.2.2 模糊 矩阵 的 运算 性 质 


模糊 矩阵 的 运算 有 如 下 性 质 假 设 运算 都 是 可 进行 的 ) ; 

(1) 交换 律 RMS=SNR, RUS=SUR 

(2) 结合 律 (RUS)UT=RU(SUD7T). 
(RNS)INT=RN(SND 

(3) 分 配 律 (RUS)NT= (RNT)U(SNT) 
(RNSYUT= (КОТ) п (507) 

(4) Жеф КОВ = В, ЕПЕ= В 

(5) ЖИ (Ки) 05 = 5,(8 78) 08 = 8 

(6) 复原 律 (К) = R 

(7) ОЦК = К, ОПЕ = 0, EUR= Е 

ЕГЕ = В, ОСВСЕ 


其 中 
0 0 0 1 1 1 
о-|° 9 В 1 
оо о 1 1 з 1 
ЗУ ЗК P EBE 12: 3EBE ; 


(8) RC€SSRUS=SeRnS = К 
(9) (RUS) = Вп, (R mn S) = R° US 
(10) ЖЕ C S,,R, C 5,, 则 

(R. U R,) © (S. US,), (R, n R,) © (S, n S,) 
(П) RE SR 2 5° 
(12) (RD)7 = R 
(13) (RUS)' = А705", (RnS) =R ns 
(14) R C SsəKR CS 

证 明 咯 . 
交 、 并 运算 可 推广 到 更 一 般 的 情况 . 
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ИЕН T,R e №, „(1еТ) ,定义 
SRA (у?) 
ARA (дә?) 
于 是 有 
(15) SN (ил) =u (sn Ro) 
(16) SU (ma ) =n (SU RO) 


定义 312 ШРС. Ë R D IN R FD B SDF, 
其 中 


1 0 0 

0 1 0 
了 二 

оо 1 


叫做 么 矩阵 . 

包含 丸 而 又 被 任何 包含 丸 的 自 反 矩 阵 所 包含 的 自 反 第 阵 ， 
称 为 丸 的 白 反 闭 包 ， 记 作 r( 丸 ). 

定理 3-4 Ве... (В) = R Ú L. 

Ж 先 证 RU 了 7 为 自 反 矩阵 . 因为 R20,127, 所 以 RUT2 
0 UT = ЖЖ R U 了 为 自 反 矩阵 . 

ЭНЕН К МН ЕР АО 设 8 为 任 一 包含 R 
BUR БОШ „ЫШ R C Q B 1 C Q,#C8 R ОТСО. 从 而 


r(R) = ВОІ 
定义 3-13 Ш Кеб, = R, 则 RR 称 为 模糊 对 称 和 矩阵 . 


包含 及 而 又 被 任何 包含 R 的 对 称 和 矩 阵 所 包含 的 对 称 矩 阵 , 叫 
ЖК 的 对 称 闭 包 , 记 作 s(R). 
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定理 3-5 设 Re „И (К) = КОА". 
证 ЖШ КОКТУ. АЯ 
(RUR)’ = ВО (Е) = ВОВ = ВОВ" 
АТО ОЕ’. 
再 证 任意 包含 R КЕНЕ ЁК Ü А. 设 8 为 任意 包含 RR 


НЕВЕ, ПАСОН О" = 0, ЕЕ R° С Q” = Q. 由 此 得 RU 
в СООО, Am R u R° СО. sk RUR = s(R). 


3.2.3 模糊 矩阵 的 乘积 


下 面 是 模糊 矩阵 乘积 的 定义 . 
定义 3-14 WU = |, Vs по, = 
формы ти | ,0 = (Ф) Е = О) 定义 


QoR = 8 = (4) 


Дф, = (g A rs).S 称 为 对 下 的 模糊 乘积 (或 称 为 8 对 
的 合成) 

模 和 答 阵 的 乘法 与 普 首 逢 阵 的 沫 法 相 比较 ， 运 算 过 程 类 似 ， 
只 不 过 是 将 实数 加 法 收成 取 大 运算 “V"， 将 实数 乘法 改 成 取 小 
EW “л” ЮТ. 

НЕНИЯ Р ВИЙ Ж A sÑ, ШОЧ ИО, 
МИСА, ТРЕЕ ЗЕБО ЗЯ. 

例 3-6” 设 有 模糊 矩阵 


0.3 0.7 0.2 
0.1 0.9 
1 0 04 
Q= ‚ К=|09 0.1 
0 0.5 1 
0.6 0.4 
0.6 0.7 0.8 


R Q R. 
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0.3 0.7 0.2 0.7 0.3 
0.1 0.9 
1 0 04 0.4 0.9 
Q°R= 10.9 0.1 |= 
0 05 1 0.6 0.4 
0.6 0.4 
0.6 0.7 0.8 0.7 0.6 


$937 ER 为 某 家 庭 中 子女 与 父母 外 魏 相 像 的 模糊 关系 ， 
可 表示 为 
& B 
Re MI з 
女 \0.1 0.6 
为 该 家 庭 中 父母 与 祖父 母 外 魏 相 像 的 模糊 关系 ， 可 表示 为 
祖父 祖母 
父 /0.5 0.7 
so 0 ) 
0.8 02) 10.5 07) /0.5 0.7 
0.1 od) oi of (0 01) 
ЗА НАНАК ИНЕ Ж, ЛЕТ Я 
孙子 与 祖父 、 祖 母 的 相像 程度 分 别 为 0.5、0.7， 而 孙女 与 祖父 
和 母 的 相像 程度 只 有 0. 1. 
仔细 回味 这 一 生活 中 常见 的 例子 ， 我 们 就 能 明白 模糊 矩阵 相 
乘 时 先 取 小 ， 后 取 大 的 现实 依据 ， 因 此 有 人 认为 取 大 取 小 运算 法 
则 是 模糊 数学 的 “特别 美妙 之 处 ”. 
模 精 矩阵 乘积 的 性 质 
(1) (QeR)°S = Qe(ReS) 
推论 R"e R° = R" 
(2) (Q U R)°S = (Q°S) U (ReS) 
S.(Q UR) = (S.Q) U (858) 
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ке 


则 Res = [ 


证 只 证 (2) 的 第 一 式 . ВОЧЕЕТ, 0-5 =М,В-5 = 
N,T。5 = L, 于 是 
„=й „л = [(qa V ra) Аз] 


= М [(qa A sy) V (ra A sy)] 


= [Учалы | [ла] 


=m; V пу 
即 L=MUN 
亦 即 (ФО А) -5 = (Q°S) Ц (К°5) 
ЖЕГЕ у 


(0°) 58 рою 
Re (00°) =u е) 


但 注意 (QmR) -5 = (0-5) п (А-5) 
Se(Q ПА) = (50) п (5-8) 


| 02 05 1 02 
ише e "lai оз), “=, N 
s= "J 
05 04 
由 于 
02 05 11 02. 109 02 
(nm. [о od "(02 ӨЛ» № 
(02 од 09 од 102 0.2 
-人 „з МЫШ а 


461 - 


зз A 
H; 


1 0.2 
ИУ! 
05 0.4\ 109 02 10.5 0.2 
"з oa)" (os «оз оз 
0.3 03 \о2 02 \02 0.2 
Я (Q Q R) °S = (0-5) N(R。S). 但 有 
(3) (g R R)°S C (0-5) n (R°S) 
S| (0 ПЕ) С (5:0) п (SeR) 
(4) О-В = К.О =0, 15В = В+! = R 
(5) ЖОСА, 11 0-5 С R-S, 550С 5.8, @ C F 
(6) (@°R)' = В". 0", (Rf = (Rr)' 
证 只 证 (6), Q R = S, 由 于 
Sh Sy =V (w Ar) = V (95 А rü) 
=V лая) 
故 S' = R'.Q' 
x (В?)7 = (ВоВ)! = RroRr = (КГ)? 
依 此 类 推 ， 可 得 (R')' = (R”)* 
3.3 ”模糊 等 价 矩 阵 与 模糊 相似 矩阵 


3.3.1 АЖ 
定义 3-15 #Кє Я, В = (т), ҮА [0,1] E R, = 
Gr) ,其 中 
l, 2А 
= 
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MR, = (hry) ЖЗ КЇ А- 截 矩阵 . 
的 А-Я R 对 应 于 模糊 关系 的 和- 截 关系 ， 显 然 的 元 
素 仅 能 是 0 或 1， 内 此 相应 的 人- 截 关 系 是 一 普通 关系 ， 例 如 


0.8 0.3 0,6 
R=|0.2 04 0.7 
0.5 08 1 
1 0 1 100 
则 “| 0 | R,; -| 0 ] 
0 1 1 0 1 1 
ЖЕНЯ 


{1) Ж УАє[0,1], КЕ 5458, © %,. 

证 АСУ, ВА, C Si ,只 需 证 ,my жузу. ВКС, 
ту < 5， 对 入 分 两 种 情况 ; 

ФА © гәд = ПД, < ss = 1, 于 是 ,ry узу; 

ФА > ут; = 0, Шг, < 55, 此 时 或 和 > зуру = 0, 或 
А sy = 1, 于 是 ,ry sy- 

故 R, Š S, 

ВЮ, € 5, ЖЕНЕС S. 

( 反 证 法 ) БЕЛО З, (4, А) ,使 ro > зд. ША =з 
АН, = 1,5. = 0, 这 与 尼 © S, 了 矛盾 , 故 尺 ES 

(2) (RU S), = RUS RnS) = R, n S,. 

证 只 证 第 一 式 . 设 RUS = C,R, US, = 也 ,从 而 有 二 Vsy 
= су V s; = ds. 于 是 ,要 证 (中 US)，= R, U 3 ПЕ, с, = 
4,. 分 两 种 情况 : . 

OD = ler; V зу 2 Акту > À зу ет, = 1 或 ,sy = 
le(,r;) V (узу) = led; =1 

@ ‚с; = безг, V s; < Аст < À B зу < леу = 0 Bs; = 
040,7) V (15) = Ое, = 0 

总 之 icf = d,,8& C, = D,BI(R U S), = R, U 5,( 另 一 式 请 
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读者 自 证 )- 
(3) (QeR), = Q. °R, 
证 设 9 = Q° R. 要 证 (0。R)，= Q, ° R,, ЗЕЕ, s; = 


Ж, Сва Aro). 分 两 种 情况 : 

Ф у = 1esy z AY (qa А т) АСЮ) (qa A ry) > 
Ае( 3k)(q, > À ËB. r; AO 3%) Gg = 1 Ну = 06 
К (ча Аът) =1 

© зу = без, = 1 V. (‚4а А) = ў, (qa Лут) = 0 
# за =, бш Aro) 

即 (Q*R), = QR, 

(4) (RD), = (В,)" 

3.3.2 模糊 传递 矩阵 

定义 3-16 Ке... CR, 则 及 称 为 模糊 传递 矩阵 

包含 RR 而 又 被 任 一 包含 丸 的 传递 矩阵 所 包含 的 传递 拭 阵 ， 
ЖИВИ, ЗЕЕ КЮ). 


关于 传递 闭 包 有 如 下 结论 : 
定理 3-6 НЕЕ КЕ, Я 


КВ) = RU R U =: U R" U = Ü R° 
证 ШРИ (К) = Ü R, 就 是 要 证 明 O в 是 传递 的 ,同时 
对 任意 传递 矩阵 0 2 R, 有 0 Ə Ü к 


и» (人 


жи О R° 是 传递 的 . 
Ж Qe.,,, M IERE4F8858 8 B. Q Ə R. 因为 8 是 传递 的 ,所 以 
人 CQ,…,Q* со, яно к,жо о к" Итно оо к, 


ОР Ө Ə Ü К. 


于 是 有 (R) = Ü R 
定理 37 не, ШВ) = Ú R" 
证 明 略 . 


此 定理 的 重要 性 在 于 ， 对 有 限 域 VU 上 的 模糊 关系 只 ， 如 果 
其 对 应 的 模糊 矩阵 为 阶 方 阵 尺 ， 则 它 的 传递 闭 包 只 需 ”次 并 运 
算 即 可 求 出 . 

3.3.3 ”模糊 等 价 和 矩阵 与 模糊 相似 和 矩阵 


定义 3-17 设 Re-, 若 R 是 自 反 、 对 称 、 传 递 的 模糊 矩阵 ， 
则 RR 称 为 模糊 等 价 矩 阵 . 
例 38 设 = {ш „шшщ, В ЖШ ЕЭС, 可 
表示 为 
1 04 08 05 0.5 
0.4 1 04 04 04 
R=|08 04 1 0.5 0.5 
0.5 0.4 0.5 1 06 
0.5 0.4 0.5 06 1 


ЖИЕ R Е U ЕВЕ. 
证 显然 尺 是 自 反 、 对 称 的 ， 又 经 计算 知 
RoR= F° CR 
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所 以 丸 是 传递 的 、 故 R 为 模糊 等 价 矩 阵 ， 召 为 模糊 等 价 关系 . 
关于 等 价 矩 阵 有 两 个 重要 的 结论 . 
定理 38 Кє Л, 是 等 价 矩阵 的 充 要 条 件 是 :对 VA e [0, 
1] ,R, 都 是 等 价 的 普通 矩阵 . 
此 定理 即 为 有 限 域 上 的 定理 3-3， 它 说 明 有 限 域 上 的 模糊 等 
价 关 系 确定 之 后 ， 对 给 定 的 Ae [0,1] , 便 可 相应 得 到 一 个 普通 等 
ЗЕ В, ,于 是 由 六 便 可 以 决定 一 个 人 水 平 的 分 类 . 显然 ,不 同 的 
全 对 应 着 不 同 的 分 类 , чл ЉТ 降 到 0 时 ,分 类 也 随 之 变化 ,形成 一 
个 动态 的 图 像 . 那么 ,由 于 和 的 变化 而 分 出 的 类 有 何 特征 呢 ? 这 就 
是 下 面 的 定理 要 说 明 的 问题 . 
定理 39 Ж0<А < 上 所 1 , 则 届 , 所 分 出 的 每 一 个 类 必 是 及 
所 分 出 的 子 类 . 
ЖЕ (иу = lex; z n)=(r; > Ак, = 1), 亦 即 r; = 1 
ату =1(А <д). 
这 说 明 ， же, 了 按 喉 归 为 一 类 ， 则 按 R, 亦 必 归 为 一 类 ， 从 
而 证 明了 定理 的 正确 性 . 
此 定理 指出 À 越 大 ， 类 分 得 越 细 . 因此 车 要 把 问题 分 得 细 
些 ， 只 须 增 大 即 可 . 
$139 试 把 例 3-8 中 的 乙 分 类 . 
解 例 3-8 中 UF 上 的 模糊 关系 R 的 矩阵 为 
1 04 08 05 0.5 
0.4 1 0.4 04 0.4 
R=|0.8 0.4 1 05 0.5 
0.5 0.4 0.5 1 06 
0.5 0.4 0.5 0.6 1 
ЖЕЎ] 3-8 中 已 证 明 只 是 等 价 矩阵 ， 现 在 利用 А НЕЕ R, ИЯ 
类 所谓 利 用 尺 对 也 分 类 是 指 : Ç+ À 由 1 降 至 0， 写 出 相应 的 
R,, Ж) К, и, 与 邮 归 为 同类 等 价 于 \ry =1. 
(1) ФА=1, м 
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0 
0 
1 
о 


0 0 0 
此 时 分 为 五 类 : [ш |, ао, ша, оа аа, 亦 即 每 一 个 元 
素 为 一 类 . 这 是 最 细 的 分 类 . 
(2) ФА =0.8, Д] 


10100 
0 1000 
В =|1 0100 
ооо о 
00001 
此 时 分 为 四 类 : usul. lal. lulus). 
(3) 令 和 A=0.6, 则 
10100 
01000 
6, = |1 0100 
00011 
00011 
此 时 分 为 三 类 ;ja ,ma 上 za 上 САА 
(4) ФА =0.5, Ж 
10111 
01000 
R. =|1 0111 
10111 
10111 
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此 时 分 为 二 类 : fa ,可 щи, |, ішо). 

(5) ФА =0.4, 则 Ro = Е, ЕН %—Ж|и,и,,ш,„ и, 
из, 即 分 类 为 “最 粗 ”. 

上 述 分 类 过 程 可 用 一 个 动态 的 聚 类 图 〈( 见 图 3-1) 直观 表 


ZS. 


де -——® ш из ЕЯ ищ; 
| 

4=08 一 一 一 

4=06-—— | 一 

4=05-—— 

4=04 一 一 一 一 一 一 1 

图 3-1 Ж 
定义 3-18 Ке... ЕН ЖЕ, МК 
称 为 模糊 相似 矩阵 . 

例如 


1 0.4 0.5 
Е =|0.4 1 0.6 
0.5 0.6 1 


ИТАН БЛ, ЖИ Е НИ НИЯ 
Ө. ВЕРЕ ИДАЯТ ЭЕ, ДИНЫ ЕЕ 
行 分 类 呢 ? ИГ EER, БЕО НА ИТИН, ФЕН 
行 分 类 . 

2310 8 Ке. 4, 为 相似 矩阵 , 则 存在 最 小 的 自然 数 天 
= п, ФСК) = R'(k < n) 且 对 于 一 切 大 于 大 的 自然 数 志 有 屎 
= В. 

证 МВ = (ri), АННЫ, НЕЖНЫЕ, РЯ т, = 
1(i = 1,2,…,n). ЖКК = R° = (с). Я 
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% = V Л) жт A rs = ту 
Bl r; зо, R C 尺 ， 利 用 模糊 矩阵 合成 的 性 质 ， 得 
К = R'oR Ə ВоВ = В? 
R' = КРЕ D R 2 R = R. 
从 而 有 非 降序 列 
RERC--CR 


于 是 由 定理 3-7 及 上 式 知 ; КВ) = Ú R° = R”. 又 由 于 n 是 一 
个 有 限 的 自然 数 ,因此 必定 存在 自然 数 上 < ,使 得 :(R) = В 
非 降 矩阵 序列 R СОЁ C А... МНН ^ Кап) 起 ,有 RR = 
К! =з = ВВ, = i). 
对 于 任意 的 大 于 上 的 自然 数 1， 因 为 
(R) = R' сс К" = КЮ 
所 以 Е = R* 
由 此 定理 ,我 们 可 得 出 求 相似 矩阵 传递 闭 包 的 简捷 方法 如 
T: 计算 
RoR 3 К 5 R, R . 
КЕШИК” = К", ДВ) = К”. 此 方法 叫做 逐次 平方 法 . 


因为 21 <п<2* 
Е-1 < юрт < k 
所 以 k <llog,n +1 


这 表明 用 逐次 平方 法 ， 至 多 只 需要 log,n + 1 步 便 可 得 到 传 
递 闭 包 . 
ЖЗИ #Re.Z,, 为 一 相位 和 矩阵 , 则 灵 的 传递 闭 包 区 尽 ) = 
К 必 是 模糊 等 价 矩 阵 . 
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证 (1) ФАОЛ КОР = BJ = КА) 是 自 反 的 ; 
(2) R' = А, (ЕСК) 1" = (В) = (R')' = R = 
t(R),BD:(R) = К 是 对 称 的 ; 
(3) 由 传递 闭 包 的 定义 , (R) = К 是 传递 的 . 
НН, (В) = R* НЕЕ. 
定理 3-10 和 定理 3-11 表明 ， 用 逐次 平方 法 可 以 把 一 个 模糊 
相似 矩阵 改造 为 一 个 模糊 等 价 和 矩阵 . 
例 3-10 把 相似 矩阵 


1 0.1 0.2 
Е= |01 1 | 
0.2 03 1 
改造 成 为 一 等 价 矩 阵 . 
1 01 0.2 (Е 01 0.2 
解 ReR=I01 1 аа: 1 加 
0.2 03 17\02 03 1 
1 0202 
=|02 1 0.3|= 
0.2 03 1 
1 02 0.2 ГЕ 02 0.2 
ВоВ =\0.2 1 lle 1 °з 
0,2 03 1 7\02 03 1 
1 02 0.2 
=|02 1 оз |= = R 
0.2 03 1 
于 是 R° 就 是 所 求 的 等 价 和 矩阵 . 


3.4 ”模糊 图 


模糊 图 论 是 模糊 数学 中 的 一 个 新 分 支 ， 它 是 在 普通 图 论 的 基 
础 上 建立 起 来 的 ， 下 面 我 们 给 出 模糊 图 的 定义 . 
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定义 3-19 TG = (V,E) 为 一 无 向 图 ,其 中 Y 是 有 限 结 点 集 ， 
EeZ(V x V) 为 边 集 ,无 序 结 点 对 (w ,wy) ЕЕ ЗВОН 0,0 两 
结 点 相关 联 . 对 于 模糊 集 V є #(У) 及 模糊 关系 ЕєЎ(Үхү), 
Ж Уо, 
Es) < Ё(ъ) А V (s) 


则 二 元 有 序 组 СИ, Е) 称 为 一 模糊 图 . 记 为 & = ( V, Е). Ñi 
应 的 普通 图 G = (У,Е) 称 为 模糊 图 С МЕ, E (0,1) 称 为 


(2,0) 的 权重 . 
例 3-11 С = (V,E) 为 一 普通 图 ,其 中 V = Inn, в, 
whE = {02), (926940), (9), (6.9), (666), (в, 


%)1 (o) 均 为 无 序 结 点 对 ) ,而 

7 了 -08 07 06 09 L 

一 ЕЛ ГА ГА РЯ bs 

__0.6 0.8 0.5 0.8 0.5 

Е ° Gun) * Gn) (о) * (5) + (G) 
分 别 为 Y 上 的 模糊 集 和 Vx V 上 的 模糊 关系 . 容易 验证 ,任意 的 
(0,0) e E, 都 有 

Еб) < И) A V (s) 

Ж Ç = (V, Е) Э—БИШШ( WE 3-2(a) ДЗЕНЬ Э2(Ь)) 


Ou А 


(b) 
#32 ИНН 
з 


定义 3-20 # V S V,E, С E, МС, = (ИЕ) 称 为 
G,=(V,,E,) 的 一 个 模糊 子 图 ,也 称 &: 包含 如 , 记 为 C: б 

定义 3-21 对 于 模糊 图 Ç = (У, Е) 及 YAe[L0,1] ,普通 图 
(У, ,Е,) 称 为 模糊 图 & 的 人 -截图 , 记 为 G = (V, „Е,) НУ E, Я 
V,E 的 A- Е 

显然 G, 为 模糊 图 & 的 一 个 葛 基 图 . 可 以 证 明 , 若 G ,ES С, 
对 于 VAe[0,I], 有 (GE ССЕ.),- 

定义 3:22 设 G 为 一 模糊 图 , 若 其 英 基 图 是 连通 图 , 则 Ç Ж 


为 模糊 连通 图 . 
定义 3-23 И T 是 模糊 图 G 的 一 个 模糊 子 图 , 若 其 中 《 的 


奠基 图 G, 的 生成 树 了 等 于 ЖЖБИ T, BI T = T, T 称 为 模 
НН G 的 一 棵 生成 树 . 
定义 324 iÇ = (У.Е) 为 模糊 连通 图 , 若 存在 《& 的 一 
棵 生成 树 T ` ,对 于 G 的 任 一 棵 生成 树 T , 都 有 
Е(е) = у, Е(е) 


«« ЕСГ) «5019 
СЕ ЕСТ), ЕСТ 分 别 为 和 工 ” 中 边 的 全 体 ) ,那么 
ТОЖУ С 的 最 大 生成 树 ， 简 称 最 大 树 - 

由 定义 可 知 最 大 树 不 唯一 . 

下 面 给 出 一 种 求 С 最 大 生成 树 的 方法 : 设 G 为 模糊 连通 图 ， 
首先 在 G 中 任 取 一 个 回路 ,去 掉 其 中 E (e) 最 小 的 边 e, 然 后 再 任 
取 第 二 个 回路 ,同样 去 掉 其 中 E (е) 最 小 的 边 。, 如 此 继续 下 去 ， 
直至 将 全 部 回路 删除 ,所 得 到 的 一 棵 树 便 为 С 的 最 大 生成 树 

例 3-12 # б = (Ү,Е) 为 模糊 连通 图 其 中 

y -上 + 工 + 工 + 工 + 工 


пива в 
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_ 0.85 0. 65 0. 25 0. 15 
Е нь) (6.5) бы) (пз) 
+ 0. 85 + 0. 25 0. 95 + 0. 15 
Сань) (05) (ущ) (то) 
ж с 的 最 大 树 . 
解 G 的 图 形 如 图 33(a) 所 示 . 首先 取 一 回路 (nm озо, 
s) ,显然 其 中 Е (инь) = 0.15 最 小 ,于 是 去 掉 边 (wm оъ). 再 取 回 
бааз) , 易 见 其 中 E (ив) = 0.25 最 小 ,再 去 掉 边 (mn ， 
а) 最 后 得 & ПЖ ТС, Е"), ЖОР 
= 0.85 0.85 0.95 0.25 
ЕТ = (en) * ыы) * G, * (on) 


了 “的 图 形 如 图 33 (b) 所 示 . 


% 


{33 ”模糊 图 及 其 最 大 生成 树 
特别 地 ， 当 E 为 相似 模糊 关系 时 ， 我 们 常用 Kruskal 法 和 
Prim 法 来 求 模糊 图 G = (У, Е) 的 最 大 树 . 
3.4.1 Kruskal 法 
先 画 出 所 有 顶点 wi(i = 1,2,…,n) ,再 写 出 E 的 相似 矩阵 
Е = (ey) wns 然后 按 ey 从 大 到 小 的 顺序 依次 画 出 边 ， 标 上 权重 ， 
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要 求 不 产生 回路 ， 直 到 所 有 顶点 连通 为 止 ， 就 得 到 一 棵 最 大 
树 . 
3.4.2 Prim 法 

(1) 任 取 v Е Уи, e VV lu] ,使 


Е (болуа) = mak | É (оа) 


э 是 了 中 与 如 具有 关系 E 的 程度 为 最 大 的 元 素 , 画 出 结 点 mm 与 
э» 并 连 边 , 标 上 权重 Е (vaso). 
(2) в, e VXV joyozl ,使 
max( Е (1,03), E (22,03)) = КЕ Е (в.,1), Е (> ,9,)) 
тз 是 Y 中 与 v4 或 wz 具有 关系 Е 的 程度 为 最 大 的 元 素 . 画 出 项 点 
эз ,并 连接 相应 的 边 , 标 上 相应 的 权重 . 
(3) Жы eV\ Ivana оа ХЕ - 1 
一 具有 关系 E 的 程度 最 大 ,再 画 点 , 连 边 , 标 上 权重 . 
经 过 有 限 步 ， 总 可 将 了 中 全 部 元 素 连接 起 来 得 到 一 标 最 大 


树 . 
例 3-13 В У = 1/1 +1⁄H +1/Ш +1⁄N +1/ү,Е Ж— 


相似 模糊 关系 ， 其 矩阵 为 
т H N V 
1 01 0.8 0.5 0.3 
1 0.1 02 0.4 
E= 1 0.3 0.1 
1 06 
1 
ЖЖ Ç = (V, E) 的 最 大 树 . 
解 (1) 用 Kruskal 法 
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画 出 五 个 结 点 II ШУ. У. 
由 E 知 相似 年 阵 的 最 大 元 为 
0.8 = Е(1,Ш);{КЖ7 0.6 = 
Е (М, У) ,再 画 边 (N,V); 余 下 
的 最 大 元 为 0. 5 = E (1,1) ,次 大 


元 为 0.4 = Е(П,У), #0 (I, 图 3-4 最 大 树 
№) ЯП, У), 至 此 所 有 结 点 都 被 连 到 . 于 是 求 得 最 大 树 为 图 3-4- 
(2) 用 Pim 法 


先 取 1 ,在 EE 的 第 一 行 中 找 不 在 主 对 角 线 上 的 最 大 数 ， 找 
得 为 0.8 = ЕСТ, Ш) ани Т, Ш, ЗНС, Ш) ЕП, 


四 ,V1 中 与 1 连结 的 边 的 最 大 数 是 0.5 = ЕСТ, №), 5 ШЖ 
的 边 的 最 大 数 是 0.3 = Е(Ш,ҮУ),&0.5 > 0.3, 取 到 , 画 出 结 点 
МЕСТ, М) ;再 在 1 П,У НТ, Ш, М 连结 的 最 大 数 
为 0.6 = E(N,V) , 画 出 结 点 V , 连 边 ( 玉 ,VV ) ;最 后 , 1 УТ, 
Ш, №, У ели СИ, У), ЕСИ, У) = 0.4, Ш 
(H,V), 于 是 得 最 大 树 〈 见 图 3-4). 
习题 3 
1. = [mman l| = 1 о0о 0941 ,有 R,S 均 为 X 到 了 的 模糊 关系 ; 
E 
о 06 0.1 08 0.4 0.5 0.2 0.1 
Еб 0.8 0.7 °] sË: о 09 | 
01 08 1 07 0.6 01 0.2 0.6 
(1)Ә RRUSRDS,E; 
(2) ЖЖ (ВЫ 9) (а) ‚(Е П 5) (a y.) (xa yi) 


(3) ЖА- ЖИЕ К, (R D 5), 
2 ВЕ”, ВО єзї (Х хх) ЗВ), Н. 


ЕВ (у) = ee В (ву) = =” 
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*‹ КАШ U в ®)‹(3,2),( КШ n ( RY U Е 95°) (3,2). 
ЗХ = {азаа = би ,Ё = Газа, ВА 
КО 为 天 到 工 的 模糊 关系 ,Re 为 Y 到 2 的 模糊 关系 , 且 
09 0 03 04 
01020 1 07 02 1 08 O 
RO е 0.5 0 02 | RO =| 08 0 07 1 
08 0 I 04 0.3 0.4 0.2 03 0 
- 0 1 0 08 
PR RU Re (CRD) R) (RD (К) уу, RD у, + (R уул. 
4. 在 中 医 诊断 中 存在 模糊 关系 


оз 03 0.3 0.733 0.5 0.3\ 自 汗 

во -|03 ®3 03 0.3 м. во 21935 0.3 8% 
0.8 0.3 0.8 0.8 в 0.8 0.2 | 咳嗽 
0.4 0.2 02 0/% 0.6 0.37 № 
ВЯ ЖЖ 咳嗽 м м р 


建立 {Ж, М, №, | 等 症状 与 | 肺 ， 心 | НЮ RU) RO. 
5. 设 = 了 = 2 为 实数 域 , R ) У(Х ху), В ЕЯ (Ух2), В 


R (х,у) = е0, Кб (у) = eo (1) 


写 出 Кб, RO, RO. R) 的 隶属 函数 . 
6. 设 
0.1 0.3 0.2 0.1 0.5 0.1 
== (о> 01), = (з 2], r° (оз 02) 
证 明 ; (Rn S) 7С (Вот) N (557). 
7. 证 明 : 
(1) 车 玉 是 可 传递 的 ， 则 R"，R" 都 是 可 传递 的 ; 
(2) # RU яр R 是 可 传递 的 ， 则 RO) NRY 也 是 可 传递 的 . 
в. 下 列 模糊 关系 饰 些 是 自 反 的 ， 哪 些 是 对 称 的 ， 哪 些 是 可 传递 的 ， 哪 
些 是 模糊 等 价 关系 : 
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01 1 1 1 о оз 1 о 05 
оо 09 07 0.3 0.3 02 0 08 01 
к" =|0 о о 07 оз R2=| 1 0 о 02 1 
оо 0 0 03 0 08 02 1 04 
ооо о O 05 01 1 04 04 
1 05 05 0 07 о 003 02 0 
от ото о 06 1 08 1 02 
= от 1 о 0| 80-1020 1 овоз 
0 03 03 0 ооо 1 0 
105050 1 1002 06 0 
1! о о о 04 оого 1 08 
о 1 09 1 0 01 O 0 о 06 
RU = о 09 1 09 о | К®=|о о о 04 1 ， 
о 1 09 1 о 1 о 04 0 1 
0 0 0 0 1 08 06 1 1 0 


9. 举例 说 明 : R, Q 都 是 模糊 等 从 矩阵 ， 但 RUQ 不 是 模糊 等 价 矩 阵 
10. 举例 说 明 : R, Q 都 是 模糊 相似 矩阵 ， 但 R ° Q 不 是 模糊 相似 矩 
Е. . 
ll. B, 2, Я, TW AAB “ИН” ИЯ 
1 0.5 04 08 
05 1 07 0.5 
04 07 1 06 
0.8 05 06 1 
求 传递 亲 包 :4(R) , 并 把 四 人 分 类 - 
12. ЖИ 题 中 与 及 对 应 的 模糊 图 的 最 大 酝 . 
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第 4 章 模糊 关系 方程 


模糊 关系 方程 在 模糊 数学 理论 及 其 应 用 中 都 是 非常 重要 的 . 
本 章 主要 介绍 模糊 关系 方程 的 解法 . 
41 模糊 关系 方程 

定义 4-1 Э.У Уай, В, S 分 别 为 U 到 FV 
和 VU 到 下 的 模糊 关系 , 若 未 知 模糊 关系 Xe.F(V x W) , 满足 等 式 

ReX = 8 

M ЕН ЗЕЯ. ИРИНЕ X 称 为 模糊 关 
系 方程 的 解 ， 而 求 ХЕК ЖЕНЕМЕ ЖУ. ме 
КеХ = S 有 解 时 ， 称 方程 是 相 容 的 ， 和 否则 称 方程 为 不 相 容 
的 | 


ШИЙ, 2463, ААЭ АГАЕ Аъ, HAVE 
有 限 成 上 的 模糊 关系 方程 就 成 为 模糊 矩阵 方程 ， 从 应 用 的 角度 出 
发 ， 本 章 只 讨论 模糊 矩阵 方程 . 

模糊 矩阵 方程 的 形式 有 两 种 类 型 ， 
1. ВЯ ЯР А.В, ЖИ: Хе, 
使 得 
А°Х = В (4.1) 
下 .已 知 模糊 先 阵 4 е. „Ве... ВЕРЕ Хе, 


Х.А=В {4.2) 


仅 就 方程 求解 而 言 ， 式 〈4. 2) яп (4.1) 实际 上 是 一 样 的 . 
НЕ, ЖА (4.2) РЖИ 
АТХ" = В" 
这 即 属于 式 (4.1) 的 形式 ， 故 只 需 讨论 式 (4.1) 的 求解 问题 ， 
即 讨论 形 如 


а 


аң ау а, xn Xi ЕЛ b, 6 bi, 
ау ах а | ояд “n жу _ by В ы 
аы Ga ` Ga xa Xa се Хш ba bo Бы 
的 方程 
为 叙述 方便 ， 我 们 引进 记号 
X, = (2, хх, а) 


В, = (бу, by, се, б)! (=1,2, --, 0) 
则 式 (4.1) 可 用 下 列 分 块 模糊 矩阵 的 形式 表示 ， 
As (KK, X) = (有 了) 
此 方程 的 求解 问题 可 归结 为 下 面 的 简单 模糊 矩阵 方程 
А-Х = В (=1,2, --, 1) (4.3) 
的 求解 问题 . . 
综 上 所 述 ， 我 们 只 要 把 式 〈4.3) 的 求解 问题 讨论 清楚 ， 那 


么 工 型 和 正 型 模糊 方程 的 求解 问题 就 可 以 解决 ， 因 此 ， 本 章 后 面 
的 几 节 主 要 讨论 形 如 


аи а Gay [м b, 
ац ав а, | | № b, (44) 
Ga аа а„/ Ха М 
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ПНЕ РЕГ Е. 
4.2 ”模糊 矩阵 方程 的 一 般 解法 


我 们 先 从 最 简单 的 一 元 一 次 模糊 方程 及 一 元 一 次 模糊 不 等 式 
人 手 . 
一 元 一 次 模糊 方程 是 指 方程 

алх = 


其 中 es [0,1] 为 已 知 ,xs [0,1] 为 未 知 (此 处 的 x,a ЯТЬ 可 分 
别 看 作 是 一 行 一 列 的 模糊 矩阵 (*) ,(a) 和 (8) ). 

显然 ， 当 a <5 时 , 方程 无 解 ， 记 为 了 = 儿 ; 

当 a >5 时 , 方程 有 唯一 解 *=b; 

当 a=8 时， 方程 有 无 穷 个 解 ，[5，1] 闭 区 间 上 任意 的 一 
个 实数 都 是 方程 的 解 ， 实 际 上 [5，1] 是 方程 的 解 的 集合 ， 简 
称 解 集 ， 记 为 X = [5,1]. 

我 们 引进 一 个 算 符 e, 将 满足 一 元 一 次 模糊 方程 的 解 写成 
Х =авЬ. 


b а> 
即 кее + а= 
@ a<b 
一 元 一 次 模糊 不 等 式 是 指 
айх=Ь 


其 中 ee[0,1] 为 已 知 ,x*e[0,1] 为 未 知 . 不 难看 出 它 的 解 是 
[9 a>b 
[0,1] a<b 
同样 也 引进 算 符 人 ， 把 一 元 一 次 模糊 不 等 式 的 解 写 成 
~ [0,5] ¿>b 
X=aëb = I 
[0,1] а= 
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从 这 里 我 们 可 以 看 出 模糊 矩阵 方程 是 否 有 解 与 矩阵 4，8 的 
元 素 之 间 存 在 着 内 在 的 联系 ， 在 方程 有 解 时 ， 它 的 解 与 矩阵 B 
是 密切 相关 的 . 
易 知 ， 式 〈4.4) 与 线性 方程 组 〈 称 为 模糊 线性 方程 组 ) 
(а Ax) V (а Ла) ММ (а, A x,) = b, 
(ы Ла) V (on A) V = VY (es As) =b 


(aa Ax) V (as Am) V = V (ax, Ax.) = b, 
(4.5) 
是 等 价 的 .为 了 求 此 方程 组 的 解 集 ， 先 讨论 它 的 第 i 个 方程 
(Аз) V (e, Ля.) М У (а„Ах„) = b, 
(i=1,2, :-, т) (4.6) 
有 解 的 条 件 . 
容易 看 出 方程 (4.6) 有 人 解 的 充 要 条 件 是 至 少 存在 一 个 x ， 
满足 n 元 模糊 线性 方程 组 
а AÁ x, = b, 


а Ла = b, 


a, Ах, = b, 
中 第 个 方程 同时 使 n 个 模糊 不 等 式 
а Лх < b, 


а À x; < b, 


a, À x, < b, 
都 成 立 ， 于 是 有 如 下 结论 . 
定理 4-1 п 元 模糊 线性 方程 (4.6) 有 解 的 充 要 条 件 是 存在 
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k(1 = k = л) а, 2. 
证 充分 性 很 显然 ， 现 证 必要 性 . 
(1) 当 b=0 时 ,结论 显然 正确 ; 
(2) 当 b;>0 时 ，( 用 反 证 法 ) 若 对 任意 的 上 都 有 ax < b,, 
则 Yme[0,1] Жа, Лх, < b,, 从 而 
0 (aa Ла) < b, 
这 与 式 (4.6) 有 解 相 矛盾 ， 故 存在 K(1 < k < n) 使 ea > 6. 
推论 模糊 线性 方程 组 (4.5) 有 解 的 必要 条 件 是 : 对 一 切 
i(i=1,2,-, т) ЖЕРЛЕ k а, > b,. 
为 了 求 式 (4.5) 的 解 ， 我 们 引进 两 个 区 间 向 量 : 
[H] = (Гау, ] | x, = алеф, 
x, = аре, 7, x, = a,eb,| 


其 中 每 一 个 4, 可 能 是 区 间 ， 可 能 是 数 ， 也 可 能 是 空 集 名 ; 


[HO] = Дауа, е, аа = a Sb 


x, = аз В, ,xs = a, 811 

其 中 每 一 个 x ЖЕН, ага ГО, b], ве [0, 11. 

Ж аце, x @,Ж АФ 
[60] = Га. $6,, с, aaa Sb, aaebi, ааа 60, `7, a, 86, ] 
亦 即 当 aaeb; з ОАЕ, ацев ЯО) hisk rita, 2%, 
而 得 [6 1. 

车 aaeb; = 名 , 则 规定 [C42 ] = @, ЖЕНА (4.6) 的 解 集 
为 

[X°] =Q [08] 

事实 上 ， 一 方面 由 [ C42 ] 的 构成 易 知 [LX] 是 式 (4.6) 的 解 

集 , 另 一 方面 若 设 在 = (%,%，…,x,) 是 式 (4.6) 的 任 一 解 ， 则 


К (Ах) = b, 
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于 是 可 知 必 有 某 个 整数 k(1 < k < n) ,使 得 aa A x. = В, А, = 
адеб,, НМ 1 天 大 时 ,有 а, Лох, < b. Ш м = а 20, М 


Хе[60]С[Х°] 


例 4-1 求解 模糊 线性 方程 
(0.7 Ax) V (0.9 Ла) V (0.6 Аж) V (0.2Ax) = 0.6 
ЖЇН] =[0.750.6, 0.90.6, 0. 6= 0.6, 0.20.6] 
=[0.6, 0.6, [0.6, 11,2] 
[Н] =[0.720.6,0.920.6, 0.620.6, 0.220.6] 
=[[0, 0.6],[0, 0.6],[0, 1],[0, 11] 
[бау] =[0. 6,10, 0.6],[0, 1],[0, 1]] 


[6] ={[0,0.6],0.6,[0,1],[0,1]] 
[co ] = 19. 0.6],[0, 0.6] ,[0.6, 1],[0, 1]] 
161 = 

уа 


X] = 160101651016) 

若 注意 到 方程 组 的 解 集合 等 于 各 方程 的 解 集合 的 交 ， 则 易 得 
如 下 定理 

定理 42 Шанх (25) 有 解 的 充 要 条 件 是 
[X] = Y [X] жа, B 5[ 2] 六 名 时 ,[X] 就 是 方程 组 (4 5) 
的 解 集合 

求解 模糊 矩阵 方程 时 ， 不 必 先 求 每 个 方程 的 解 集合 ， 然 后 再 
求 这 些 解 集合 的 交 ， 可 用 矩阵 代 答 向 量 , 把 m 个 方程 一 起 考虑 ， 
这 样 较 方便 些 . 

例 422 求解 模糊 惩 阵 方程 


0.3 02 0 3 /m) /0.2 
05 0 06P|x |= | 0.4 
0.2 0.4 0.17 47 \0.2 


. 83. 


解 ” 原 方程 等 价 于 方程 组 
(0.3 Ax.) V (0.2 Лжь) V (0 Л) = 0.2 
(0.5 Лх) V (O Ax.) V (0.6 Ax) = 0.4 
(0.2 A x.) V (0.4 Лх,) V (0.1 A x); = 0.2 
我 们 作 
0.3=0.2 0.5.0.4 0.220.2 ү 


[н] „| 922602 904 0.420.2 ж 
00.2 0.604 0.10.2 |x, 
第 一 个 方程 ”第 二 个 方程 ”第 三 个 方程 
02 04 [0.21] 

=| [0.21] @ 02 
2 04 в 
0.320.2 0.520.4 0.220.2 м 

19) - 0.220.2 0204 0.420.2 |o 
020.2 0.620.4 0.120.2 |, 
第 一 个 方程 ”第 二 个 方程 ”第 三 个 方程 
[0,0.2] [0,0.4] 1 

= I I [0, на) 
І [0, 0.4] 1 
其 中 I = [0,1]. 


然后 在 [用 中 每 一 列 选 定 一 个 非 空 元 素 符 换 ( Ñ) 中 相应 位 
置 的 元 素 , 得 到 [ G1. 其 中 i 表示 [有 中 第 一 列 中 第 ;个 非 空 元 素 
[B] 中 相应 位 置 的 元 素 ;j 表示 [#] 中 第 二 列 中 第 7 个 非 空 元 
ЖЕНЯ H] 中 相应 位 置 的 元 素 汰 表示 [如 ] 中 第 三 列 中 第 个 非 空 
ЗОГ) 中 相应 位 置 的 元 素 . 由 于 现在 [#] 中 每 一 列 都 恰 有 
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两 个 非 空 元 素 , 故 共 得 出 八 个 [ Gs]. 


再 对 每 一 个 [Gs] 中 各 行进 行 求 交 运算 , 记 作 [ Ga jn, 于 是 
得 到 列 向 量 ， 这 就 是 一 个 部 分 解 集合 ， 计 算 


0.2 0.4 0.2, 1] @ 
[Guala = | 1 I 0,0.2]| = жеш 
I [0,0.4] 1 А [0, 0.4] 
得 对 应 的 部 分 解 集合 
[Xa] = [@,{0, 0.2], [0,0.4]]' = © 
再 计算 
0.2 0.4 I @ 
161. =| 1 I 四 -| 0.2 | А 
І [0,04] ТЛ 0, 0.4] 
得 对 应 的 部 分 解 集 合 
Хы] = 107, 0.2, [0,0.4]]7 = @ 
同 理 可 得 
Xs] = [0.2, 10, 0.2], 0.4]7 
Хи] = [0.2, 0.2, 0.41” 
Хы] = 10, 0.2, [0,0.4]]' = @ 
Ха] = [@, 0.2, [0, 0.4] 1" = © 
Xm] = [0.2, 0.2, 0.4]" 
Хи] = [[0, 0.2], 0.2, 0.437 


最 后 对 所 有 的 部 分 解 集 求 并 ， 得 原 方程 的 解 集合 


[x 
AERX = (0.2, 0. 


= [Хы] U [Хш]. 
2, 0.47, = (0.2,0,0.4)”, 则 它们 都 


是 方程 的 解 , 且 不 难看 出 , 原 方程 的 任 一 解 *, 有 XX 忆 人 ,但 XC X 
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总 不 成 立 , 它们 分 别称 全 ,名 为 原 方程 组 的 最 大 解 和 极 小 解 ,一 般 
地 有 如 下 定义 . 

定义 42 ЕЯ = (2, 9, O MX = (su za" 
а.) АЗЕ (4.4) 的 解 , 且 对 于 (4.4) МИЕ ХЕХ С 
Х АНХ C x 总 不 成 立 , 则 写 称 为 (4.4) 的 最 大 解 ,而 荆 称 为 (4.4) 
的 极 小 解 . 当 极 小 解 唯一 时 , 称 为 最 小 解 . 

以 上 介绍 的 解 方程 的 方法 是 一 种 最 基本 的 解法 ， 这 种 解法 有 
它 的 缺点 ， 当 矩阵 维 数 增 大 时 ， 计 算 量 增长 得 很 厉害 ， 特 别 是 有 
些 部 分 解 集合 是 空 集 或 被 其 他 部 分 解 集合 所 包含 时 ， 会 枉 费 许多 
精力 .那么 是 否 存在 一 种 避免 重复 的 简便 解法 呢 ? 这 便 是 下 一 节 
要 讲 的 内 容 . 


4.3 ” 解 模 糊 矩 阵 方程 的 表格 法 


十 节 我 们 给 出 了 最 大 解 的 定义 ， 对 于 最 大 解 有 如 下 结论 . 
定理 43 £= (2.2, 2.) 其 中 
分 = 人 ПАРЕА (4.7) 
(约定 空 集 的 下 确 界 为 1) ， 则 模糊 矩阵 方程 (4.4) НОЗЕ ЗЕ 
条 件 是 于 是 它 的 解 ， 且 当 方 程 有 解 时 他 还 是 它 的 最 大 解 . 

在 证 明定 理 之 前 ， 我 们 先 对 式 (4.7) 说 明 如 下 : sü (4.7) 
右 端 含义 是 对 于 取 定 的 某 一 个 六 把 4 (方程 (4.4) ШЕЯ 
BE) 中 的 第 7 列 中 各 行 元 素 分 别 与 (方程 (4.4) 的 常数 项 矩 
B) 中 的 对 应 元 素 相 比 较 ， 当 a， > 5; 时 ,就 将 这 样 的 5, 放 在 一 起 
组 成 一 个 有 限 集合 . 然后 求 此 集合 的 最 小 者 , 便 为 已 ,并 约定 当 此 
集合 为 空 集 时 取 2, = 1. 

证 充分 性 很 显然 ， 现 证 必要 性 . 

ДХ = (ov 为) 是 式 (4.4) 的 解 ， 则 对 一 切 i， 有 


У Ga A) = b, 
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于 是 对 Yi, ү, 


HDV, V; se Í 


从 而 对 Vi, x < À lb, 


Je XCX, Wk 


As X САьХ 


(4.8) 


另 一 方面 ， 由 部 的 定义 可 知 ， 对 于 一 切 六 ЖЕ, 使 ci > 


b, MUJ 
£ = A bla, > b) 
从 而 对 一 切记 Аз «6 
车 对 于 一 切 i 都 有 a «6,4 Z, = 1, 于 是 
а À Z, = a; < b, 
从 而 对 一 切 j,i а Л, < b 
故 А.Х СВЕАЬХ (4.9) 


ш (4.8) М (4.9), 便 有 


А-Я = В 


BD X ж (4.4) ММ, НХ (4.8) 于 还 是 最 大 解 . 
ЖЖ 4-3 告诉 我 们 若 模糊 矩阵 方程 有 解 ， 则 一 定 有 最 大 解 ， 
式 (4.7) 给 出 了 求 最 大 解 的 方法 ， 这 个 方法 可 用 表格 形式 表示 


出 来 ， 具 体 步 又 如 下 ， 


(1) 写 出 模糊 矩阵 方程 《4 4) 0938) EBE 


ац 


аы с о | ало) 
ад сз „|, 
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(2) 上 铣 ， 即 将 增 广 抢 阵 中 的 65 与 БН, Ятар > 5:， 则 
在 a 的 位 置 上 ( 简 记 为 (i, j 处 ) 填写 8%, 否则 在 (¿j 处 
留成 空白 ,所 得 的 逢 阵 


称 为 行 简化 系数 矩阵 . 
(3) 按 列 求 下 确 界 ， 并 将 其 写 在 相应 列 的 上 方 ， 最 后 得 到 
BJBL( 2... 2. ЖЕ, = (2,,2,,-,9,)7. 
#143 ЖЕНЕ 


0.3 02 0. (m) /0.2 
05 0 od| x Е 


0.2 04 0.3 


ж) 00.3 


的 最 大 解 - 
м (1) 写 出 增 广 矩阵 
0.3 0.2 0 |02 
05 0 06 .: 
0.2 0.4 0310.3 


(2) Fë 
0.2 0.3 04|7 


0.2 0.2 
0.4 0.410. | 
0.3 0.3 
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(3) 按 列 求 下 确 界 便 可 得 出 最 大 解 
Ў = (0.2, 0.3,0.4)7 

值得 注意 的 是 ， 只 有 当 方 程 有 解 时 ， 节 才 是 方程 的 最 大 解 ， 
所 以 在 应 用 定理 4-3 求 最 大 解 时 ， 要 先 判别 方程 是 否 有 解 ， 判 别 
方法 前 面 已 给 出 了 两 种 ， 但 都 比较 繁 ， 下 面 给 出 一 种 比较 简便 的 
方法 . 

定理 44 +L = Пе ,2, | аа, А Я, = bl, 
L =1(1,1, 1.) k e Ё |, (4.4) 有 解 的 充 要 条 件 是 工夫 
ОКНЕ 1,0, = @,W| L = @). 

证 ”必要 性 ， 由 定理 4-3， 若 式 〈4 4) ЖИ, ША: = B, 
即 对 Vi 有 


АШАУ, 31, 使 
в Л 8, = b, 
ҖЫ = (L.L, L.) ег, 2. 


充分 性 ， 若 工 关 多 , 任 取 1 = (1,0,5 1.) eL, 由 上 的 定义 ， 
对 Vi, 当 jeL, 时 ， 


a; ЛХ = b, 
于 是 КОЛЛЕ: 
即 А.ХОВ (4.11) 


由 上 式 及 式 (4.9) [4 А-Х = 8, 这 表明 式 (4.4) 有 解 . 

此 定理 给 出 的 判定 方程 是 否 有 解 的 简便 方法 ， 也 可 用 表格 形 
式 来 表示 ， 将 增 广 矩阵 (4.10) На, 5 .进行 比较 ,车 ay = 
六 ， 则 在 行 简化 系数 矩阵 的 (1, р) 处 填写 5 (此 过 程 简称 为 平 
铣 )， 这 样 得 到 的 矩阵 
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称 为 修改 系数 矩阵 . 
将 修改 系数 矩阵 中 第 7 列 上 逐 元 素 与 人 ,比较 ， 划 掉 大 于 多/ 
者 (此 过 程 称 为 划 去 超 上 界 元 素 ) ， 得 到 的 矩阵 


称 为 简化 系数 矩阵 ， 于 是 模糊 矩阵 方程 《4.4》 有 解 的 充 要 条 件 
是 简化 系数 矩阵 的 所 有 行 都 至 少 有 一 个 非 空白 元 素 . 
如 何 求 极 小 解 的 问题 较为 复杂 ， 下 面 仅 就 特殊 情况 来 讨论 . 
定理 4-5 #154 0), Рег, ХО = (zx 
z) ,其 中 


aD VB = (12,6) 
(约定 空 集 的 上 确 界 为 0) ， 则 
[X] = IX = (DT C X C X,.le L| 


是 方程 (4.4) 的 一 切 解 的 集合 , XO 称 为 ! 相应 的 拟 极 小 解 @。 
证 ВХ = (ам, ЕХО C x C Xi X ШЖ X 


Ф XD 之 所 以 称 为 拟 极 小 解 ， 是 因为 个 不 一 定 都 是 极 小 解 ， 它 们 柏 互 之 间 可 
能 存在 重合 或 包 售 的 情况 、 
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可 知 , 对 Vi, 有 | 
(^а уж A sË = ou A (V Б =) 
即 А ХФ ЭВ 
再 由 假设 和 式 (4.8) М (4.9) 可 得 
ВСА:ХО СА.ХСА.Х СВ 
故 知 АХО = В, АХ = B 
ХХ = (x д,) 是 方程 式 (4.4) 的 任意 解 ,由 定理 
43ШХСХН 
А.Я = В 
于 是 对 于 一 切 ;， 存 在 i 使 得 
bi =a, Ах Sa, ЛЯ, < b, 
从 而 а, A 2, =b, 
Жи = (А.Н) WE ЕЗ), НЕВЕ. Я 
Vkell,2,-- nl , 当 = 时, 因 


ац Az, = b, 
所 以 X, = x, 2 b, 
从 而 m > V bl = = 
ЖЕН, = Од, М 
хо ЄХ 


由 定理 4-4 知 , 工 为 简化 系数 矩阵 中 第 i 行 非 空白 元 素 列 下 
标的 集合 ， 若 令 Жл 中 元 素 的 个 数 ， 则 模糊 矩阵 方程 
(4.4) 的 拟 极 小 解 共有 天 x x… x 个. 

拟 极 小 解 也 可 借助 表格 来 求 ， 先 在 简化 系数 矩阵 中 每 行 取 定 
一 个 元 素 ， 按 列 求 上 确 界 ， 即 得 到 一 拟 极 小 解 ， 然 后 对 全 体 拟 极 
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И Ж. ЛЕЛИ. 
例 4-4 求解 例 4-3 中 的 模糊 矩阵 方程 
解 ” 先 求 该 方程 的 极 小 解 ， 由 例 4-3 知 该 方程 的 行 简化 系数 
矩阵 为 
0.2 03 0.4| 2 
0.2 0.2 
0.4 0.4 |0.4 
| 0.3 0.3 
ЖЕЙН СА ЖОЕ BE 
0.2 0.3 0.4 
0.2 0.2 0.2 
0.4 0.4 | 0.4 
0.3 0.3 [0.3 
划 去 各 列 超 上 界 元 素 ， 得 简化 系数 矩阵 
02 03 04|] Я. 
0.2 0.2 0.2 
0.4 | 0.4 
0.3 0.3 | 0.3 
这 里 各 =2， 如 =1， 入 =2， 于 是 该 方程 的 拟 极 小 解 共有 2 х 
1х2 =4 个 . 由 定理 45， 若 取 此 矩阵 的 第 1 行 第 1 列 的 元 素 
0.2， 取 第 2 行 第 3 列 的 元 素 0.4 (第 2 行 只 有 这 一 种 取 法 )， 取 
第 3 行 第 2 列 的 元 素 0.3， 然 后 将 取 定 的 诸 元 素 按 列 求 上 确 界 ， 
则 得 一 拟 极 小 解 


ХӘ = (0.2, 0.3, 0.4)" 
同样 可 得 另外 3 个 拟 极 小 解 分 别 为 
ХО = (0.2,0,0.4)" 
ХӘ = (0,0.3, 0.4)" 
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ХӨ = (0,0.2,0.4)” 
в, х® ОХ?,Х® охо N jk XO 5 XO 不 是 极 小 解 ， 
其 去， 于 是 该 方程 的 极 小 解 为 
ХО = (0.2,0,0.4)7 ХФ = (0, 0.2, 0.4)" 
又 由 例 4-3 知 ， 此 方程 的 极 大 解 为 
Х = (0.2,0.3，0.4)7 
根据 定理 4-5 知 方程 的 全 部 解 集 为 其 最 大 解 与 极 小 解 的 组 合 ， 
原 方程 的 解 集 为 
[X] = {(0.2,[0, 0.3], 0.4)7,([0, 0.2],[0.2, 0.3], 0.4)7} 

ШЕЙ ПЖ, ЧУН т, НИНУ л 较 大 
时 ， 拟 极 小 解 的 个 数 可 能 很 多 ， 其 中 可 能 还 包含 了 一 些 非 极 小 
解 ， 我 们 还 需 花 费 很 多 精力 进一步 筛选 ， 把 非 极 小 解 删 除 ， 有 没 
有 一 种 方法 使 得 求 出 的 解 恰 好 是 全 部 极 小 解 ， 而 不 含 非 极 小 解 
WÉ? 按 下 面 的 筛选 原则 就 能 达到 这 一 目的 . 

极 小 解 的 笠 选 原则 Б > b, > … > b。.( 其 中 45; 为 第 i 个 
方程 的 常数 项 ,i = 1,2,…,m) ,上 为 简化 系数 矩阵 中 第 i; 行 非 空 白 
元 素 列 下 标 集合 . 

(1) ЖА, BI ez 

(2) ры, и} 2, 3 2, eL, WR = 1, ИЖ 
次 遍 取 Ь,; 

(3) ЯР 1, O = ДИЕ еіп, 
ЖЬ 依次 饥 取 三; 

(4) 对 ,车 前 面 选 定 的 4 万 ,… 天 直 与 五 交 不 空 , 则 从 交 
中 任 取 一 指标 作为 去 ,否则 需 让 六 ООН Lu; 

(5) 以 上 过 程 全 部 完成 后 ,再 变 #E L, ВЕ, НЕ Я 
取 上, 记 所 有 这 样 选取 的 下 标 向 量 (1 ‚1, ,…,1,) 构成 的 集合 为 L; 

(6) 对 工 中 的 某 一 下 标 向 量 写 出 所 对 应 的 矩阵 ， 然 后 按 列 
求 上 确 界 〈 规 定 空 集 的 上 确 界 为 0) ， 便 得 到 一 极 小 解 , Ге 
有 的 下 标 向 量 对 应 的 极 小 解 ， 就 是 全 部 极 小 解 . 
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比如 例 4-4 按 5b. 从 大 到 小 排序 后 ， 可 得 简化 系数 矩阵 
0.4 
0.3 0.3 
0.2 0.2 
这 里 五 = |3] ,L, = {2,3}, = 11,2]. 0 = 3( 只 有 这 一 种 取 
法 ) МИ П L, = МЫ Ь = 3, ХВА, n L, = @ 
БГ, ‚ЩИ, = 1 或 2, 于 是 得 下 标 向 量 ,(3,3,1) ,(3,3,2). 5 
此 两 下 标 向 量 对 应 的 3 x 3 SE EE Ж 
0.4 
0.2 0.2 


0.4 
0.3 
按 列 求 上 确 界 ， 则 从 好 得 到 两 极 小 解 ， 分 别 为 
(0.2,0,0.4)7,(0,0.2,0.4)7 


需要 说 明 的 是 ， 当 16, ,5,,… ,6,1 中 有 相同 元 素 时 ， 上 述 选 
法 仍 有 可 能 对 应 着 拟 极 小 解 ， 此 时 还 需 进 一 步 筛选 、 但 不 论 何 种 
情况 ， 按 上 述 规则 求 极 小 解 都 是 方便 的 . 

前 面 我 们 介绍 了 求解 模糊 矩阵 方程 表格 法 的 全 过 程 ， 此 过 程 
可 借助 于 表 4-1 来 进行 

# 4-1 模糊 给 阵 方程 求解 表 


2, АА +, 2 +. х 
4 


和 


c 


КО m К 2 F xe 


_ И (1) 按 如 从 大 到 小 排序 后 得 到 的 对 应 增 广 征 阵 写 人 
АЖ; 
(2) ЖА 上 铣 后 得 到 前 矩阵 写 人 C 处 ; 
(3) ЖЕ, Же: 个 分 量 写 人 $ Ab, 
‚94. 


(4) ЖАЗ, В a На b 3FA C 中 相应 的 空白 处 
(加 框 ); 

(5) 划 去 C 中 各 列 的 超 上 界 元 素 (在 划 去 的 元 素 上 方 划一 
横 线 ) ， 并 判别 解 的 存在 性 ; 

(6) 根据 竹 选 原则 求 极 小 解 ， 并 把 第 ! 个 极 小 解 的 第 ;个 分 
量 写 入 xO Ab. 

根据 此 表 可 写 出 原 方程 的 全 部 解 集 . 

9145 求解 模糊 矩阵 方程 


0.4 0.5 08 04 fx (0.4 
05 0.4 0.6 06| | 二 | |0.5 
от о ол оз||»| [07 
0.1 06 о 0.7/ lr) 0.5 


М 列表 求解 ( 见 表 4-2). 


#42 例 45 求 解 表 

1 0.4 0.4 0.5 x 
0.7 0.7 о 0.1 0.3 0.7 
0.5 05 05 | 05 04 0.6 06 |05 

0.5 0.5 91 0.6 0 07 |05 
Da 04 оз ра | 04 05 ов оз |0.4 
0.7 0 ”0 0.5 хо 
于 是 由 表 4-2 得 原 方程 的 解 集 为 

[X] = {([0.7,1],[0,0.4],[0,0.4],0.,5)7} 


4.4 可 转化 为 模糊 关系 方程 的 方程 
441 模糊 售 度 与 模糊 含 度 方程 


在 矿藏 勤 探 中 ， 为 了 确定 茶 地 区 U 的 矿藏 分 布 范围 M e 
.95. 


## (|) ,在 该 地 区 设立 一 系列 探测 钻井 ， 记 
ЖА Т? 1 ye T (И)! 
(其 中 7” 为 钻井 有 效 探测 范围 ) ， 当 钻井 发 现 矿 ， 就 给 7 赋 
@с„(Т?) = 1, 否 则 赋值 ow(7”) = 0, 得 到 映射 
ом: Z= 40,1] 
1, ТО n M з САНГ) 
0, T@ n M = ОЖ) 


e BEN (U, 7) 上 的 一 个 含 度 . 
于 是 确定 矿藏 的 分 布 范围 ， 就 成 为 由 已 知 各 钻井 的 探测 结果 
ow =f, 求 性 的 问题 . 实际 上 矿藏 分 布 是 模糊 集 M ,而 钻井 所 能 探 


测 的 有 效 范围 也 是 模糊 集 Т ,其 隶属 度 随 着 井 孔 距 离 增 大 而 减 
人 小, 且 根据 钻井 取样 中 含 矿质 量 而 赋值 rw СГ’) e [0,1]. 这 样 
上 述 问题 就 是 已 知 各 钻井 探测 资料 ow = f, 求 矿藏 分 布 省 . 这 就 
是 所 请 的 模糊 含 度 方程 的 求解 问题 . 
下 而 先 引进 几 个 记号 ， 然 后 再 给 出 模糊 含 度 的 概念 . 
вое, в 
#= рТ |уЕГ, Te 
АЎ Ме Я (1), VA e [0,11], 
Я = IT [ye Г} 
в: Ж 10.11 
1, M, n T? = @, 
0, MNTY = @, 


Т9 о. (T) = | 


ан, (1) aÍ 


定义 43 Ф 
буз 27 10,11 
Т Ња, (Т?) = у Q A оС) 
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су ЖЕН (0, Z) 上 的 模糊 含 度 . 
关于 模糊 含 度 有 下 述 结论 ， 
定理 4-6 
oul Т) =V (M(u) A T (и)) = м. те 
(М £ 8 M з T 的 内 积 ). 
证 Ион (T?) = 1eM, n Т? = @ 
e3ueU,M,(u) A T) (u) = 1 
ө V. (M.(u) A Т?(и)) = 1 
所 以 ea (T) = У CM) A 7 (ш) = М, T? 


TI 
e (T) = у (A A оњ, (707) 
=M AA (о A TM) ) | 


=V [V [A A ЛО л и) } | 


Ає10,1] 


Алм) ) 


КА 
A (a e те} | 
уто А Т?(и)] = м. т” 
现在 来 给 出 模糊 售 度 方程 ， 模 糊 合 度 方程 是 指 形 如 
oy (£O) = A T )(u)) = f,e[0,1] 
的 方程 ， 其 中 оу = f 已 知 , 求 Мея), BE M 满足 方程 
У СИ) AA Т9 (ш) = 万 (ye 


4.4.2 模糊 含 度 方程 的 转化 


模糊 含 度 方程 可 转化 为 模糊 关系 方程 . 
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定理 47 令 了 = |o |ye 1 
Reg(UxV), R(u,,) À Г® (и) 
8 е#(У), S(e) Ау, 
则 模糊 含 度 方程 cw =/ 等 价 于 模糊 关系 方程 
MeR=s 
证 由 于 
(МВ) (о) =V. (М) A R(u,s)) 
= У, (И) A T) (u)) 
=ou( Tt?) 
Н S (0,) = ,, 因此 
(M. R)(s,) = S (n)eez( Т?) =Х (уеГ) 
m МЕ = Seo = f 


看 一 个 例子 . 
例 4-6 BU = [ou 
РО, тр} 


如 图 4-1 所 示 ， ЖИ ИЛ п ЛМ це 
Wk, T 表示 第 / 个 钻 并 的 探测 区 域 ， TIN 
根据 w УВ ТО 距离 远近 , 确定 
Ты) = пеГ0,1], анон ЕЕЕ 7 
AF291008 o СТ”) = 5е[0,1], 于 是 х 
лл 

Мини" 图 4.1 探测 区 域 分 类 
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满足 模糊 关系 方程 


mr ra (my {Л 
ти отп m || | |№ 
Ты Тю U Тт x, 2 


解 此 方程 ， 便 可 得 区 域 U 矿藏 的 分 布 状况 ， 其 中 %; 表示 u, 
对 М 的 素 属 度 ， 反 映 了 小 区 域 矿藏 的 分 布 情况 


习题 4 
1. 求解 下 列 模糊 关系 方程 : 

0.8 0.7 0.8 я, 0.7 
(1) 0.2 0.4 0.1 „|= 0.4 

0.4 0.2 0.2 0.3 


{2) 
x | |03 


0.7 
5 0.7 09 08 
4 0.3 0.6 0.5 
4 0.2 01 06 
0.8 0.9 0.7 0.2 0.4 
= (0.7, 0.4, 0.4, 0.3, 0.6). 
2. 求解 下 列 模糊 关系 方程: 


0.7 05 0.6\ (zu х: 105 0.5 
lss 0.6 "JÉ “| Ë: ч 
0.4 0.3 0.42 (х, х7 \04 0.3 
жи озш хну (06 01} (0.6 04 
| je 98| | 
хи “n Xl 0.6 0.5 0.3 0.4 


(3) (ау,лу,з,) ° 


0.4 0.7 0.2 0.2 Ы 0.3 
0.3 0.3 0.4 с 和 0.5 
0. 
0. 
0. 
0. 
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Хи 32 з 0.7 0.2 0.6 0.5 
(3) | wa зв яв t: на) Ë °з 
0.3 06/ \0.9 07 

ма Та e FOU, Т, e (U), B. 


Хз tm “n 


3 ЖШ = ши, 
T, = (0.8, 0.5, 0.2, 0.8, 1, 0.8, 0.2, 0, 0.8, 0.5, 0.2) 
Т, = (0.2, 0.5, 0.8, 0, 0.2, 0.8, 1, 0.8, 0.2, 0.8, 0.8) 
ск ( T) =0.7, о, (192) = 0.3 (9) 
求 满足 方程 ( * ) 的 最 大 解 М, ， 并 求 M。，， 按 下 图 夯 出 机; 的 范 


1123 
5 7 
4 тә 6 то 8 
° í| u 
| 
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第 S 章 模糊 映射 与 模糊 变换 


模糊 映射 与 模糊 变换 是 模糊 数学 基本 理论 的 重要 内 容 。 本 章 
先 由 模糊 关系 来 确定 模糊 映射 与 模糊 变换 ， 然 后 再 介绍 重要 的 扩 
张 原理 . у 


5.1 模糊 关系 的 投影 与 截 影 
模糊 关系 的 投影 与 截 影 是 研究 模糊 映射 与 模糊 变换 的 工 


具 . 
定义 5-1 W R ЄЎ (ОХИ), К ЕШ ЧИЕ EB U — ' 


个 模糊 子 集 , 记 作 КАЗ 
Ru(u) Ау, R (и,2) 
R 在 V 中 的 投影 是 指 V 的 一 个 模糊 子 集 , 记 作 В, БАНЯ 
Жах 
Ви») ДУ В (и.в) 
жй, V SSH, R, . К, 都 可 由 模糊 向 量 表 示 . 
例 5-1 设 


озу в Ш 

0.3 0.4 0.5 0.7 

lo 0.2 0.6 вв}, 

0.8 0.6 0.9 0 

М А, = (0.7, 0.8, 0.9)", В, = (0.8, 0,6, 0.9, 0.8). 

定义 52 и R e Я(ИхИ) Ене Ц, R жи 
影 是 指 了 的 一 个 模糊 子 集 , 记 作 R te ， 它 具有 隶属 函数 
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и 


RL(v) А R(u, +) 
R 在 > 处 的 截 影 是 指 忌 的 一 个 模糊 子 集 ， 记 作 R|. БА 
有 隶属 函数 
R|(u) А R(u, о) 
投影 、 截 影 的 几何 意义 如 图 5-1 所 示 . 


图 5-1 模糊 关系 的 投影 和 截 影 


ЩИ, V 都 是 有 限 集 时 ，R 的 截 影 也 可 用 模糊 向 量 表示 ，, . 
它们 就 是 R 的 某 一 行 某 一 列 . 
例 $2 设 
ГА БА va 24 
0.3 0.6 0.5 0.2ущ 
区 1 0.2 oj 
0.8 06 09 0 
则 RL= (0.3, 0.4, 0.8)", К| = (0.8, 0.6, 0.9, 0) 


5.2 ”模糊 映射 与 模糊 变换 
5.2.1 模糊 映射 


из 


在 第 1 章 我 们 对 普通 映射 进行 了 两 方面 的 扩张 .一 方面 是 把 
102. 


一 个 从 已 到 了 的 映射 ， 扩 张 成 从 忌 到 多 (V) 的 映射 ; 另 一 方面 
是 把 一 个 从 也 到 了 的 映射 直接 扩张 成 由 多 《2) 837 (V) ВА 
射 ， 对 于 模糊 集 ， 我 们 也 有 类 似 的 扩张 . 

定义 53 设 U、V 为 非 空 集合 ， 若 存在 一 个 法 则 / ， 通 过 
它 对 于 上 中 的 任意 元 素 上 ， 都 有 了 中 唯一 确定 的 模糊 子 集 p 与 
之 对 应 ， 则 / 称 为 从 也 到 了 的 模糊 映射 ， 记 为 

£: U— (Vv) 
ик f = В 

由 定义 易 知 , U rh ОЖ u EBRD / 的 作用 下 变 为 了 中 
的 模糊 子 集 B ,因此 ,这 种 映射 起 着 模糊 化 的 作用 , 故 又 称 之 为 模 
类 化 函数 . 

例 5-3 设 忆 为 某 校 全 体 故 师 的 集合 ，? 为 体 接 项 目的 集合 ， 
£ 为 体检 每 个 教师 的 体 接 结 果 确切 地 讲 应 该 是 VY 上 的 一 个 模 
ЖТЖ, ВЮ 了 为 从 忌 到 了 的 模糊 映射 . 

普通 映射 和 普通 关系 之 间 有 下 述 关系 :给 定 普通 映射 了 : 
UY, 可 唯一 确定 一 个 普通 关系 Re (U xV) 满足: I 

(1) НЕА, =0; 

(2) ЖЕ R| = {ые = и). 
反之 ,给 定 普通 关系 尺 (ua，2) ， 若 满足 : 

(1) 投影 Ro =0; 

(2) ЖЕ R| 40| ( 单 点 集 ). 
则 RR 唯一 确定 一 个 映射 f， U—V, WE (и) = {vi ， 即 普通 喘 射 和 
普通 关系 是 等 价 的 ， 这 一 结论 对 于 接 糊 映射 与 模糊 关系 仍然 成 立 . 

定理 5-1 车 给 定 模糊 映射 /: О (V)， 则 唯一 确定 一 
个 接 糊 关系 R eS (UxV)， 使 对 任意 的 ue U, Wr 

Rl= £O 
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反之 ， 若 给 定 模糊 关系 R е (0 x V) ， 则 唯一 确定 一 个 模糊 
ИГ: П (V), 使 对 任意 的 we 已， 都 有 


对 


го) = BL 
定理 的 证 明 是 显然 的 ， 对 于 前 一 部 分 ， 只 需 定义 
В (ио) À (у (и) (о) 
于 后 一 部 分 ， 则 只 需 定义 
( £ (u))(n) À R (ар) 
GOE kB, SANDRA Г: ИЯ (V) 与 模糊 关系 R < 


(U x 内 是 等 价 的 . 
#1544 ШИ фы, шщ, е, ш], Иа ыу ву 

sl. М ВЫТ 

110-700) 

аі f (и) = (aa aa, ан.) 

则 得 唯一 模糊 关系 

а} а б аы 

R= а 2% с Чы 
ал G, Кы а, 


А] 


之 


则 


J 见 ， 对 任意 的 ue U, # R|. = (аа, 


可 


5. 


аа,се,а„) = f (u), 
车 给 定 模糊 关系 
R = (19) и є (U x V) 
有 唯一 的 映射 
f U A 
ші» f (бщ) = (ира ты) 


IR, f (u) = (тутасы) = R|, 


2.2 模糊 变换 
从 忌 到 了 集合 变换 的 概念 可 直接 引 人 模 贿 集 . 
104. 


жиза ЗЕЧЕВА U. V, ФУР 8 ， 通 过 
它 ， 对 于 也 中 任意 一 个 模糊 子 集 4 ， 都 有 了 中 唯一 确定 的 模糊 
子 集 В 与 之 对 应 ， 则 T 称 为 从 上 到 Vy 的 模糊 变换 ， 记 为 

ТЯ 900) 

НИЯ, ЖАРЫ 和 就 是 把 О 中 模糊 子 集 变 为 了 中 模 
糊 子 集 的 映射 

关于 模糊 变换 和 模糊 关系 有 如 下 结论 . 

定理 5-2 任 给 模糊 关系 Е е7 (UxV) ， 都 唯一 确定 一 个 
ЖО ЕГУ 的 模糊 变换 8 ， 使 得 对 任意 А cZ (U), МОҢ 

T(4)= 4+ R e Z(V) (5.1) 
наян 
ТОДО) = У (А00) A Е) 


ТЖ R 所 诱导 出 的 模糊 变换 . 

此 定理 的 证 明 是 很 容易 的 ， 只 要 把 式 (5.1) ЖЕ T ñj 
定义 即 可 得 出 定理 的 结论 . 

模糊 变换 的 直观 意义 ， 可 以 解释 为 模糊 概念 在 不 同 论 域 中 的 
表现 之 间 的 转换 关系 ， 即 若 有 一 个 概念 x， 在 5 中 的 表现 为 模糊 
集 4 ,又 知 在 UV 与 V 之 间 存 在 着 给 定 的 模糊 关系 R , Мажу 
中 的 表现 为 模糊 集 


B= A R 


#155 Моя “ЯРА”, a 在 体重 论 域 
U = |40,50,60,70,80| 《单位 :kg) 


上 的 表现 为 
А = (0.8, 0.9, 0.6, 0.2, 0) 
设 某 地 区 体重 和 体高 的 模糊 关系 为 
+105. 


1 08 02 01 0\4 
08 1 08 02 0.1 [50 
R=|02 0.8 1 0.8 0.2 |60 
0.1 0.2 08 1 0.8 |70 
о 01 02 08 1 780 
1.4 1.5 16 17 1.8 
则 “ 男 少年 ”在 身高 论 域 
у= |1.4,1.5,1.6,1.7,1.8} (单位 :m) 
上 的 表现 为 
В = А» В = (0.8, 0.9, 0.8, 0.6, 0.2) 


5.3 扩张 原理 
5.3.1 扩张 原理 了 


由 经 典 扩张 原理 我 们 知道 ,车 f 为 到 V 的 映射 则 对 于 给 
ЖА =? (0), 通过 映射 /， 总 可 以 得 到 一 个 集 B=f (A) = 
9 (V) , 即 由 f 可 诱导 出 一 个 新 的 映射 

Е.Ф (U) > @(V) 
АРУ F(A) = {Зи e А, Фо = f(u)] = B 
用 特征 函数 表示 ， 则 有 
B(v) = F(A)(%) =. 
由 上 映射 了 还 可 诱导 出 另 一 个 映射 ， 记 作 7!， 
F':2 (V) — РО) 
BIS F7(B) = lulu e U, Ки) є В| 
用 特征 少数 表示 ， 则 有 
ЕВ) (и) = B(/(u)) 

对 于 模糊 集 来 说 ， 我 们 很 自然 会 提出 这 样 一 个 问题 : 若 给 定 
盘 E 多 (让 )， 它 在 7 映射 下 成 为 什么 ?” 即 若 记 和 在 了 映射 之 下 
成 为 В НИЕ, 那么 В 的 索 属 函数 应 如 何 确定 ; 反 过 来 ， 给 定 


. 106 - 


模糊 集合 Ве (У), ВАСО) 中 的 什么 集 通过 f 映射 为 
B? 对 此 ，2adeh 在 1975 年 作 了 一 项 规定 ， 把 普通 集合 论 的 方 
法 作为 公理 直接 扩展 到 模糊 集 里 来 ， 这 就 是 著名 的 扩张 原理 ， 实 
际 上 是 一 个 定义 
定理 53 (扩张 原理 1) 设 f:U-*Y， 由 了 可 诱导 出 两 个 映 
= 
FF(U) — #( V) 
АНЕ(А) e 9) 
танта 
пореза р 4805 **Л® 
0 


， vaf(U) 


和 `F (V) > PU) 
BPE"(B) є #(U) 
它 具 有 隶属 函数 
E (В) (и) À ВОО) 
БОА) А 在 f 之 下 的 象 ;下 (8 ) 叫 B 在 之 下 的 原 象 
例 5-6 设 U= |ш, ш, ш, щ, щі, V= |, 9, в, 
„і, B 


я, u = щу 
Хи) = $8, ú = us 
04, и = шу 
又 设 U 上 的 模糊 集 4 = 10.1, 0.8, 0.4, 0.3, 1} 
则 由 扩张 原理 Í 
ЕСА) = М, 400) =03У1=1 
ЕСА) (в) =0 


ЕСД) = V. AG) = 0.4 
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ЕСА) = у 400) 0.10.8 =0.8 


于 是 B =F(A) = |1,0,0.4,0.,8| 
又 ЕЗСВ)(щ) = B(fün)) = В (а) = 0.8 
ЕОВ) (и) = B(f(w)) = В (4) = 0.8 
ЕВ) (ш) = В (Ки) = В(ь) =0.4 
ЕВ) (ш) = В (Кш) = B(s) =1 
ЕВ) (из) = В (/(us)) = В(щ) = 1 
故 E(B)=|0.8,0.8,0.4,1,1} 


E 和 ЕСИНЕ 
(1) Е(А)=@®А = 0. 车 f 为 满 射 , 且 ЕС'(В)=@, 
MJ В={@. 


5 
кы 
№ 
> 
mn 


MJ F(A) С ЕВ # Ç C D,l 


5С 


$ 
ино мы 0 n 
š 
ть 
nN 
šD 


(5)[ 
S Е(49. 
(6) E"(E(A)) 2 АД ЖИ) 
Е(ЕС(В)) С В ЖАННЫ) 
证 仅 证 最 后 两 式 ， 因 为 
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СВТ = ЕМС B°). 车 f 为 满 射 , 则 [ E ( 4 )]° 


E (E(A))(u) = Е(А)(/и)) 


“ыу A (a) > A (u) 
所 以 F ( F(A))2Ə АЖ Ки) = и) әш = и, 
而 取 等 号 ). 又 因为 
ЕЕ) (0) = У, E? (B)(u) = У. ВИО) 
үлә = 
0, Уи, Ли) +0 
(这 里 约定 Y=0) 所 以 E ( E” ( B)) С B Uf 是 满 射 时 ,等 式 成 
立 ). 
5.3.2 扩张 原理 开 


作为 扩张 原理 下 的 准备 ， 我 们 引入 模糊 集 直 积 的 概念 在 第 
1 章 ， 我 们 介绍 了 普通 集 直 积 的 概念 ， 所 谓 普通 集 直 积 是 指 


А, ХА, хе ХА, = {| e А = 1,2,. ,nl 
其 特征 函数 为 
(A XA... A.) (в a.) = Ñ AG) 


把 上 述 概 念 推广 到 模糊 集 就 有 如 下 定义 . 
定义 55 设 А, е Z(U)G = 1,2,-- n) E 


< В(0) 


(Азер) 


А, хА, x. x А, А 
> ^^ (аша ,ш„) 


pA 
BixUye xU, 


称 为 模糊 集 41. 42, з. Д. АЯ, АЖ 


(Ах А, x x А.) (шоуто) =Á 4:04) 


其 中 
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Ах Ау хех 4, e (U) x FH) x х.2(0,) 


9157 ЖИ = {ишш = ао 


А = 9.2 04.01 В -25401 
` ~ шү ну Ua ~ Ш т, 
则 有 
0.2A0.5 02 A01 0.4A0.5 0.4A0.1 
АХВ (шв) Cm) Ca) * в) 
0.1 A0.5 0.1 A0.1 
(шун) + (mom) 
= 0.2 + 0.1 + 0.4 
шу) Т шу) * Ошу) 
+ 0.1 0.1 0.1 
(у) * Сир) нь) 
模糊 集合 的 直 积 具有 以 下 性 质 
性 质 5-1 


(1) (4х As хх A.) = (AO. Х(4,), хх СА) 
(2) (Ах dy хех A.) = (A), СА) X (a) 


(З) À x b x= x À, = ы A[ CAD. x (A), хх 


в “hn 
(4.), 
证 明 : (1) (хм, ,,} е (Ах 4. хех 
=( А, хД, хох 4,) (и, x.) = 
+ УЕ =л, А, (а) > À 
= УЕ <т,м е (4;), 
€ (ms. x,) в (А), X ( A), хх СА, 
ВТА СА, x А, x x А„), = СА) X ( 4), x СА) 
(2) 证 明 同 (1). 
(3) 由 分 解 定理 和 性 质 5-1 (1) 直接 可 得 . 
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定理 5-4 (УЖИН) 
设 了 映射 f:U, x U, хе x U, — V, x V, x == x V, 
(шошу тош.) Башт) =s = (ву, 0,7772) 

由 f 可 导出 映射 

FFU) x.Z(U,) x x FU ) — FV, x V, x x V,) 


它 具 有 素 属 函数 
Е (А, х Asx x А„)(®) 


у... (Дд або). "ЙА 


PE =e тї 
0 ， se (Ha) 
其 中 v= (u, в, “S 6) EW XV хех, Де (И), 
Ае (0), і=1, 2, 5", т 和 映射 
Е) х) хее х (V,) —#(U, x U, x x U,) 
它 具 有 隶属 函数 
E (B. x B, x= x B.)(u) = А Во) 


中 y= (ш, wy се, úa) єх хх, B,e#(U), 


В.Е (U,), і=1, 2, =+, т 
#158 设 U= |l, 2，… n], Л UxU—U, B f 34 


“+”, Ж 


д =-“ 近 似 为 2”= © 


0.4 A0.4 104A1v LA04 
ат * (13 Ур) 
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ТАТ мА ума лолу 


+ [52 1+3 3+1 
+ (Sv салі), о2Л04 
3 3+2 3+3 
20.4 0.4, 1\04 0.4 


3 Хут +з +56 = 408924) 


由 分 解 定理 可 以 证 明 多 元 扩张 映射 有 如 下 性 质 : 
性 质 52 Л: Ш хи, хох, эў xV, хе x V,, f 8 
导出 下 和 "两 个 多 元 扩张 映射 ， 则 : 


(ЕС, x A x x A.) 


=. ar (CA x (A). xx( 4„),) 


= AF (СА Сд СА) 
(2) РСВ, x В, хох В.) 
= АЕ (СВ) x (B), x = x ( B.), ) 


АР” (СВ x (B), хх (B),) 


А=[9,1} 
多 元 扩张 原理 可 以 将 实数 集 只 上 的 二 元 运算 “ * ”扩张 成 
К 上 模糊 集 间 的 相应 运算 “ < 
设 映 射 、。 # :Rx R— R 
(x,y) Кэз = *(xw,y) = x*y 
根据 多 元 扩张 原理 有 *;#(R) x Z(R) (К) 
(А,В) *(A,B)= AB 
МА В ЖЖ (АВ) = V. (AG) x ВО) 
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5.4 х 
作为 扩展 原理 的 应 用 ， 这 一 节 介 绍 实数 域 X 上 的 模糊 数 及 
其 运算 . 
5.4.1 区 向 数 
定义 5-6 ИХ, НГС XX 称 为 区 间 数 ;而 闭 区 各 
I =[a,b] 称 为 闭 区 间 数 . 特别 地 , 当 0 < a < bif,[a b] 称 为 正 区 
闻 数 ; 当 a < b < 0 时 ,[a,b] 称 为 负 区 间 数 . 
一 般 区 间 数 的 运算 较 复杂 些 ， 这 里 仅 介绍 闭 区 间 数 的 运算 . 
定义 5 了 ШУХ АЖИ, = [a,8]、 
L =[c,d] e X, ВЯ * :下 x 天 一 下 是 一 个 二 元 运算 ,由 经 典 扩张 
原理 ,我 们 有 
L. *1 = [a,b] * [с,4] 
= |z) Э (1,2) e [а,Ь] x [ed], 使 x = xí * x; 
车 所 得 结果 仍 是 闭 区 间 数 ， 则 称 给 出 了 也 的 一 个 运算 * . 
由 此 定义 可 得 闭 区 间 数 的 四 则 运算 : 
L +L =[a+c,b+d); 1-1, = [а- 4,6-0} 
B. x I, =[min(ac, ad, be, bd), max(ac, ай, be, bd) ] 


1+0 = min( £, s, 8, В} ,max( 和， =, к, > )|о = 


另外 还 有 如 下 运算 : 
[a,b] Л (о, 4] = [a Ac, b A 4] 
[a,b] V [e, 4] = [а V e, b V a) 
#59 № [2,3], [1,5] 为 两 区 间 数 , Ж [2, 3] - 
[1,5] 及 [2, 3] + (1, 5]. 
解 [2,3] ~ [1, 5] = [-3, 2] 
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[2,3] +[1, $] = [0.4, 3] 


5.4.2 ПЖ 
定义 58 WA e (х), НЯНЕНЗ хег«у 都 有 
А (2) 2 А (х) ЛА (у) 
则 А хри. 
ЙЕНЕ Д.Е 5-2 (а). 


Ад 


брин | ЕТТИ 


A 
4 站、 


D zy x 
(a) (b) 


图 5-2 Хз ЖЕНЕ 


由 图 下 见 凸 模糊 集 的 隶属 函数 的 图 形 不 一 定 是 凸 弧 . 

ПЕТРЕ: 

#53 Вале (X), А 为 凸 模糊 集 的 充 要 条 件 是 А 
的 截 集 A, 均 为 区 间 . 

Ж 先 证 必要 性 . 设 А 为 凸 模糊 集 , 对 YA e [0,1], 若 x、 
z ЕА, ( ЖЗ х < z) , 亦 即 

А (х) 2А, А (2) 2 À 
则 对 Yye [fx*，z]， 由 凸 模糊 集 的 定义 ， 应 有 
Аб) = А) Л AG) А 

АЛ уєА,. 这 表明 ,车 *、ze 4,， 则 以 x，z 为 端点 的 整个 区 间 
亦 被 包含 在 4, 中 ， 因 此 4, 只 能 是 一 个 区 间 . 

再 证 充分 性 . 设 和 Q Р(Х), ВЮВ А, 都 是 区 间 ， 
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任 给 x <y<z,， 取 A= А (х) Л 4 (2), MJ8 z 8 A, ,ze A,. 
НА, 是 区 间 , уе A, , ЖИ 
А(у) ®л = A(s) A А (2) 
故 4 АВ. 
性 质 5-4 ША. В 是 凸 模糊 集 ， 则 4 Q Шат 
集 . 


证 [САП B), = 4 ПВ, МА, 、B, 均 为 区 间 , 区 间 之 
交 仍 为 区 间 , 所 以 А п B 的 截 集 均 为 区 闻 , НЕД 5-3 Я 
A п B 也 是 凸 模糊 集 . 

下 面 给 出 有 界 模糊 集 及 闭 模糊 集 的 概念 、 

定义 59 ДЕЎ (х), 若 对 YAe [0, 1], А, й] 
Ж, ЖШ А 称 为 闭 模糊 集 ; 若 对 YA e 10, 1), А, 均 为 有 界 集 ， 
则 А 称 为 有 界 模糊 集 . 

定理 5-5 А 为 有 界 闭 避 模糊 集 的 充 要 条 件 是 YA < 
[0,1] ,4 均 为 闭 区 间 数 . 

证 明 略 . 

显 见 ， 一 般 区 间 数 是 凸 模糊 集 ， 闭 区 间 是 有 界 闭 凸 模 贿 集 - 
5.4.3 模糊 数 


5.4.3.1 模糊 数 定义 

定义 5-10 上 的 正规 是 模糊 集 称 为 模糊 数 ， 正 规 闭 出 模 类 
集 称 为 闭 模糊 数 ， 正 规 有 界 闭 四 模糊 集 称 为 有 界 闭 模糊 数 、 

由 定义 可 知 ， 普 通 的 实数 是 模糊 数 ， 区 间 数 是 模糊 数 ， 闭 区 
间 是 有 界 闭 模糊 数 ， 因 此 ， 模 糊 数 是 区 间 数 的 推广 ， 而 区 间 歼 是 
模糊 数 的 特例 . 

定义 5-11 Ú 1 为 模糊 数 , 若 当 x<0 时 ，4 (x)=0, М 
1 称 为 正 模糊 数 ; 若 当 x*z>0 时 ， 工 (xz) =0， 则 称 I ИМ 
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(- LG) = 16-8) 
(о = (0) (L азво Е Sup L) 


00 


-2 = 


И; 
15-0 取 论 域 ОЕ ЕЕ, НЕ ЗС 
ЖИ, 便 得 到 模糊 正 整 数 ， 如 


定理 5-6 4 为 有 界 闭 模糊 数 ， 当 有 生 仅 当 它 具有 如 下 形式 
的 隶属 函数 
1, хе [тп] #@ 
А (=) = (L(x), z <т 
R(z), x >n 
Жүр L(x) 为 增 函数 , 右 连续 ,0 < L(x) < 1Н limL(x) = 0; 
Кх) 为 减 函数 , 左 连 续 ,0 < R(x) < ТН lim R(s) = 0. 
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证 明 略 . 
5.4.3.2 ”模糊 数 的 运算 
ЕХ 5-12 +: Ххх лол, Г, 是 两 
个 模糊 数 ， 由 扩张 原理 下 ， 规 定 Г * J 仍 是 一 个 模糊 数 ， 此 模 
糊 数 的 隶属 函数 定义 为 
С ДОА М СЕЛ 102) 
由 此 定义 模糊 数 的 四 则 运算 为 
(L+ 3260) = Уу (ЕЛ /0)) 


=V (LG) A (0-2) 
(GD = У (19 A 46) 

= МС) A ¿(z -2)) 
(Lx Ду = V (ФЛ ДО) 


Мл]. + 


(усл 10))v [v (LO A 10}, :=0 


(1 + Z)(2) =M (LG A /ДО)) 
= о, (2 (27) Л LO))(0 Е Supp 1) 


у= Supp, 


当 论 域 为 有 限时 ， 模 糊 数 的 四 则 运算 可 采用 表格 式 进 行 ， 下 
面 通过 例子 说 明 . 
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%4+2, 4-2, 4х1, 4+2. 
解 列表 计算 ( 见 表 5-1). 


#sa имений Л) 


4 6.2 0.8 1 0.8 0.2 
" 2 3 4 5 6 
0.8 0.2 0.8 0.8 0.8 0.2 
1 31,22 2233 573,44 5.4.5.5 7,5,6.6 
1 0.2 0.8 1 0.8 0.2 
2 404.1 | 51,6572 | 62482 | 7,310,572] 84.123 
0.8 0.2 0.8 0.8 0.8 0.2 
3 | 5,-16263 | 6,091 | 712.473 | 8,215,533 | 8,3182 
(1) 把 4 与 2 分 别 写 人 第 一 行 与 第 一 列 ; 


(2) 计算 4 (х) A2 (у) =a.， 写 人 x 与 7 交叉 处 横 线 
的 上 方 ; 


(3) 计算 **y， 写 人 * 与 y 交叉 处 横 线 的 下 方 〔 横 线 下 方 
的 4 个 数 依次 为 x+y， х-у, wxy, хъу ВИН); 


(ER Va, 即 对 相同 的 各 个 对 应 的 横 线 上 方 的 数 取 最 
大 者 , 便 可 得 该 元 素 :的 隶属 度 ( 4 *2) (z) ， 比 如 
(4 +2)(5) =0.2 V 0.8 V 0.8 = 0.8 
于 是 由 表 5-1 得 


4 +2 -0.2 ,0.8 08 1 08 08 02_„ 
~ ~ 3 4 5 6 7 8 9 ~ 
4-2 0.2 (08 08 1 08 08 02 2 


CD 0 1 2 3 4 5 * 


_0.2 0.8 08 08 08 1 0.8 
4х2 = t + у Ts t 6 tgt9 
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‚„ 02 08 08 08 0.8 
5+ ® =G) 1 (473) (32у * (543) 
1, 08 08 08,08 02 
2 1(52)у1374*5 {6 
$1543 设 4 ух РМ, Е 


十 


1 -а 
— + Oe, а-с<хҗща 
o с 
А (x) = | 
ста 
-— +——, а<х=а+о 
с с 


中 ,aser 为 实数 ,并 省 略 了 À (а) = 0 的 区 间 . 证 明 А 为 模糊 数 
《此 模糊 数 称 为 三 角 模 糊 数 , 记 为 :(a,0) „с PROH t(a,c) 的 模糊 
Be). 


证 ЯЛА (a) = 1, 因 而 4 为 正规 模糊 集 .此 外 ,对 YA е 
0,1], 


А, =[а-о(1-А), а+ео(1-А)] 


为 闭 区 间 数 ， 由 性 质 1，4 УПА, МА 为 模糊 数 . 
可 以 证 明 , ЯР (arz), t(a,,z,), 有 
(1) Ка ,01) +Ка», оз) =tHa +a, в: +03) 
(2) (а ‚0 ) =К аа, ,00 ) 
下 面 我 们 给 出 系统 《两 个 以 上 的 对 象 相互 联系 、 相 互 作用 
而 形成 的 具有 特定 功能 的 整体 ) 模糊 度 的 概念 . 
定义 5-13 Р, е 2(X)Gi = 0,1,…,k) 为 三 角 模糊 数 ， 
_ -Bi 
Р(х) = se 
0 ， 其 他 
РВ, ‚(1 = 0,1,…,k) 为 实数 , 且 这 +1 个 三 角 模 糊 数 构成 一 
个 系统 , 记 为 P = {2o, P, Р, Хо = (одо) 
为 给 定 的 一 组 权重 ， 


‚ B, - s, < x = B; + s, 
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s= > ЫН 
УЖИ РТ о 之 下 的 模糊 度 . 
系统 模糊 度 的 权重 可 通过 专家 评定 获得 . 
5.4.3.3 LR 模糊 数 及 其 运算 
ІК 模糊 数 是 一 类 特殊 的 模糊 数 ， 它 的 四 则 运算 ， 取 大 取 小 
运算 比 一 般 模糊 数 更 为 方便 . 
定义 5-14 设 上 是 实数 域 R 到 [0,1] 的 映射 


1L:R—= [0,1] 
хэ L(a) 
若 工 满足 以 下 条 件 : 
(1) L(x) = L(- x) 
(2)1(0) =1 


(3) L(x) 在 [0, + о) 单调 递减 
ИДЕЕ (x) 为 模糊 数 的 基准 函数 . 
以 下 的 函数 都 可 作为 基准 函数 ， 满 足 定义 规定 的 条 件 . 


Си, set-lH 
ш = | xe [-1,1] 


(2) 16а) = max[0,1 ча ро 
(3) Ца) = е, p 20 
1 
(4) L(x) = тр 20 
定义 5-15 设 L(x)、R(x) 为 模糊 数 的 基准 函数 ， 若 


==), x < m, (a > 0) 
дд =] 
=”), x > m, (8 > 0) 


ИЖ А LR 模糊 数 ， 记 为 А = (m; e, 8), ФІ, RY 
别 为 左 、 右 基准 函数 ，m 称 为 均值 ，a，B 分 别称 为 左 、 右 分 布 . 
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约定 上 =В=0 ht, L-R 模糊 数 А 变 为 通常 的 实数 ， 即 《mm; 
0, 0) =. 
例如 设 2 和 3 的 隶属 函数 分 别 为 


) = 5552 y-2,2<y=<3 


2 (= мс) =Í 


3-2,2 <х<3 4-у, 3 <у=4 


2 和 3 НЕА, НЕЖИН 


1-х, 0<551 
L(z) = R(x) = mar{o，1- 1zl] = 上 -1<x<0 
о, 其 他 
左 、 右 分 布 均 为 a=B=1，2 和 3 的 均值 分 别 为 m=2 Жт =3, 
因此 2 = C2;1, Ша, 3 = (3;1, 1), 


按照 模糊 数 运算 的 定义 ， 可 以 证 明 二 型 模糊 数 运算 满足 下 
面 规则 : . 
Š A = (т; а, Ви, В (n; у, 8). 首先 给 出 一 个 定 
Хх: 
定义 5-16 АєК, 450, А 是 模糊 数 ， 令 
(44)(x) = А([2) 


À 
ЖАА 为 模糊 数 4 与 4 的 数 乘 . 
{1) А+В= (m+n; а+у, B+6)m 
(JAA = [улун ， A>0 
(Ат; — АВ, ~ ла) ps А <0 
(3) А-В = (mia,8) + (- пнд, у) ы 
当 基 准 函 数 L(x) я R(x) В, д ~ В 不 再 是 LR 模糊 数 ; 
当 基准 函数 L(x) = R(x) 时 ,4 - В =(т-па+5,В +7). 
(4) LR 型 模糊 数 的 乘积 不 再 是 £-R 型 模糊 数 ， 可 以 把 它们 
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近似 表示 成 i- 模糊 数 : 


m>0,n>0 时 == (тпуту + па ‚тб + nB) а 


зы 
у 100 


т< 0,8 > 0 А. В =(mnina – mŠ,nB – ту) а 


т< 0,п <08 А-В =(тп;- па - m,n- ту): 


(5) AV = (тУпзалу,8У8) (3 À V B = БСА, 


B)) 
AAB = (тАпзаУу ВАЗ) «СХ AAB = СА, 
В)) 


(6) А = BeAV B = Bem = n,a 2 y,B < ó 


习题 5 
1. 设 
0.6 05 O yu 0.4 05 лы 
0.8 09 1 | 0.7 09 0 (в, 
R=]03 04 0.2 |. Q=|04 03 01 № 
0.5 0.9 0.1 lu 0.4 0.9 0.2 ји, 
0.4 0.5 0.3/9; 0.3 0.6 0.77 и; 


жов оф) R п Q), Ж R 在 V 的 全 部 截 影 
2 设 X=Y 为 实数 域 ，& eFCXX 了 ): В 


R(z,y) = (E>1) 


(OR Еу, К»; 

Q) R R| R la R a, К 

э. АМИ 55 ЖИЙ, ЖЫМ Кү, Кү, E |a, В | 并 解释 它们 
的 实际 意义 . 

4. 证 明 : 
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(DRI= (15 xY) NR)y, R e (X x Y) 
(2) R| =((ls| xY) П R), R e #(Xx 1) 
5. 验证 下 列 等 式 是 否 成 立 ， 成 立 的 证 明 ， 不 成 立 的 举 反例 : 
(Кое = Вау д, QO(RNQ = кп. 
ЗАО, = Rnel (Cne)l = вп, 
(5) Е), = ( R ,)° ФСО = (R |)“ 
6. iU = |щ, шщ, шщ, шщ, щі, V= |, 5, в, s|, Re Z 
(UxV), R. 
05 02 0 1 
1 03 0 01 
R=|0.6 08 04 0.2 
03 1 о 0 
0 0 0 O 
T , 为 由 丸 诱 导 的 忌 到 了 的 模糊 变换 . 
(1) 44а, ul, Ж Га (A); 
(2) А =0.5/щ +0. 6/ш, +0. Э/и; +1/щ, Ж Та (А). 
7. ЖИ = {1,2,6}, V = |а,б,с,4], 


并 设 А =1/Л1 +0, 2/3 +0, 1/5 +0. 9/6 02 F (А),ЕО(В)(В = 
ECA). 
8 设 U = (а, ве, d, e, Л.У = |а, у, al 


до. 767 

у, ше, с 

E. A, =0.8/a +0. 2/5 + 1/є +0. б/е + 0. 3/7, А › = 1/а +0. 8/Ь +0. 5/с+ 
0.4/1, ИЕ К (А.О), Е (АПА) ЖОЕ С! (B) (B= F 
(4,14). 
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9. #й= 11,2, 3,4, 51, А, 
0. 


03,06. 08 
21415 


4 = ， 
试 求 АхВ. 
10. 设 也 = |0,1,2,-- nl. ДИ х U— Ву“ +”, 
а= Зы" А-З, а L. 
Аз= “жшт” = 和 2 1-02, јад 2. 
ЖЖ А, + 和 >， 
пФ а e F(X)(X 为 实数 域 ) ， 且 


а (0) 699 
证 明 а (х) ХЕВИ СНСОО АВИ О. 
12. 设 а. b 都 是 正 态 形 模糊 数 ， 
абд ве, В 00) е? 


证 明 + 名 与 - b 也 是 正 态 形 模糊 数 
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第 6 章 确定 隶属 函数 的 方法 


素 属 函 数 是 建立 模糊 集 的 基石 ， 它 在 模糊 数学 中 占有 突出 的 
地 位 ， 素 属 函 数 的 确定 ,无 论 从 理论 上 还 是 实践 上 都 是 模糊 数学 
及 其 应 用 的 基本 而 关键 的 问题 ， 本 章 介绍 确定 素 属 函数 的 原则 和 
方法 . 


6.1 确定 隶属 函数 的 原则 


论 域 U 上 的 模糊 集 的 隶属 函数 就 是 0 到 [0,1] 的 一 个 实 值 函 
数 ， 并 没有 附 如 任何 条 件 ， 范 围 相 当 广泛 .因此 确定 隶属 函数 的 
方法 是 多 种 多 样 的 ， 并 没有 统一 的 模式 

模糊 集 在 理论 上 可 分 为 本 质 模 糊 集 和 非 本 质 模糊 集 ， 比 如 ， 
描述 人 的 意识 的 模糊 集 就 为 本 质 模糊 集 ， 而 在 信息 不 充分 的 条 件 
下 反映 决策 者 主观 判断 的 模糊 集 就 为 非 本 质 模糊 集 ( 因为 在 信 
息 完全 时 可 以 去 掉 模糊 性 而 清晰 化 )、 我 们 在 构造 不 同 模糊 集 的 
隶属 函数 时 ， 必 须 充分 注意 到 这 一 点 ， 并 采用 不 同 的 手段 来 加 以 
ми 这 样 就 更 增加 了 和 构造 隶属 函数 过 程 的 复杂 性 和 方法 的 多 样 


“确定 素 必 函数 的 过 程 ， 本 质 上 是 客观 的 ， 但 又 容许 有 一 定 的 
人 为 技巧 ， 不 过 这 并 不 意味 着 可 以 主观 脐 造 。 因 为 一 个 模糊 集 一 
般 说 来 是 联系 着 某 一 个 模糊 概念 ， 而 概念 是 人 的 主观 意识 对 客观 
事物 认识 过 程 的 产物 ， 确 定 一 个 元 素 对 一 个 借 糊 集 的 隶属 度 ， 就 
必然 会 体现 出 人 的 主观 意识 对 客观 事物 的 一 种 判定 或 信和 度 ， 它 是 
主观 的 ; 同时 ,概念 又 是 客观 事物 在 人 的 头脑 中 的 反映 ， 它 要 受 
客观 的 制约 和 限定 ， 从 这 一 点 上 看 它 又 是 客观 的 。 比如， 由 多 个 
有 一 定 水 平 的 裁判 员 ， 各 自 对 一 个 体操 表演 者 评分 ， 一 般 其 结果 
不 会 出 现 多 大 差别 ， 因 为 每 一 个 评分 ， 都 是 对 表演 者 水 平 的 一 种 
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度量 ， 主 要 受到 表演 者 实际 水 平 的 制约 ， 所 以 它 是 客观 的 ， 但 同 

时 也 会 受到 裁判 员 主 观 认识 的 制约 ， 所 以 它 又 是 主观 的 ， 因 此 在 

构造 隶属 函数 的 过 程 中 ， 应 充分 注意 到 这 种 主观 性 和 客观 性 的 辩 

证 统一 ， 力 求 做 到 使 我 们 构造 的 未 属 函数 能 够 较 全 面 的 反映 事物 

的 本 质 . 
确定 隶属 函数 的 一 数 诛 则 如 下 : 

(1) 若 模 糊 集 反映 的 是 社会 的 一 般 意 识 ， 它 是 大 量 的 可 重 
复 表达 的 个 别 意 识 的 平均 结果 ， 例 如 ， 青 年 人 ， 经 济 增长 快 ， 生 
产 正 常 等 ; 则 此 时 采用 模糊 统计 法 ( 见 6.3 节 ) Ж 
较为 理想 ; 

(2) 如 果 模 糊 集 反映 的 是 某 个 时 间 段 内 的 个 别 意 识 、 经 验 
和 判断 ， 例 如 ， 某 专家 对 某 个 项 目 可 行 性 的 评价 ; 那么 ， 对 这 类 
问题 可 采用 Delphi 法 〈 见 6.2 节 ); 

(3) 车 模糊 集 反 映 的 模糊 概念 已 有 相应 成 熟 的 指标 ， 这 种 
指标 经 过 长 期 实践 检验 已 成 为 公认 的 对 事物 的 真实 的 又 是 本 质 的 
描述 ， 则 可 直接 采用 这 种 指标 ， 或 者 通过 某 种 方式 将 这 种 指标 转 
化 为 隶属 函数 ; 

(4) 对 某 些 模糊 概念 ， 虽 然 直 接 给 出 其 隶属 函数 比较 困难 ， 
但 却 可 以 比较 两 个 元 素 相应 的 来 局 度 ， 此 时 可 用 相对 选择 法 
(16.41) 求 得 隶属 函数 ; 

(5) 若 一 个 模糊 概念 是 由 若干 个 模糊 因素 复合 而 成 的 ， 则 
可 先 求 各 因素 模糊 集 的 求 属 函 数 ， 再 综合 出 模糊 概念 的 隶属 函 
ж. 


需要 特别 指出 的 是 ， 隶 扁 函 数 应 通过 实践 检验 ， 利 用 信息 反 
锁 ， 不 断 进行 调整 ， 使 素 属 函数 的 形成 成 为 一 种 学 习 的 过 程 ， 以 
求 达到 相对 稳定 的 状态 

对 于 如 何 建立 隶属 函数 ， 一 开始 就 引起 了 模糊 数学 界 的 充分 
重视 ， 国 内 外 的 研究 工作 者 做 了 大 量 的 工作 ， 取 得 了 一 定 的 成 
绩 ， 目 前 已 提出 了 不 少 的 方法 ， 由 于 这 些 方法 是 人 们 从 不 同 的 侧 
面 ， 根 据 不 同 的 需要 提出 的 ， 各 有 侧重 ， 因 此 本 书 不 准备 把 所 有 
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的 方法 一 一 介绍 ， 只 将 一 些 常用 的 方法 做 一 介绍 . 
6.2 Delphi 法 

Шш йй, А 是 上 上 待 确定 其 隶属 函数 的 模糊 集 ， 用 
Delphi 法 求 4 的 隶属 函数 А (и) 的 步骤 如 下 : 

(1) 提出 影响 А 的 主要 因素 ， 连 同 较为 详尽 的 资料 发 送 选 
Ж n 位 专家 ， 请 专家 对 于 取 定 的 ue U， 纵 出 隶属 度 А (uo) 
ПИТНЕ т. 

(2) 设 第 ;i 位 专家 第 一 次 给 出 的 估计 值 为 mu(i=1，2，…， 
n). 对 于 

ти, та, те, Min 


计算 平均 值 m, 和 离 差 中 : 


1 _ в 
a У |та 
(3) 不 记名 将 全 部 数据 
mas mua, б, т, йн, d, 


送 交 每 位 专家 ， 同 时 附 上 进一步 的 补充 资料 ， 请 每 位 专家 在 阅读 
和 思考 之 后 ， 给 出 新 的 估计 值 ; 
ту, ту, е, ты 
(4) 重复 2、3 步 ， 直 至 离 差 值 小 于 或 等 于 预先 给 定 的 标准 
s>0， 设 重复 次 后 ， 有 d，<e， 这 里 d, 为 重复 次 后 的 离 差 
(5) 将 第 次 得 到 的 对 À (ш) 的 平均 估计 值 元 和 a, 再 交 
给 各 位 专家 ， 请 他 们 做 最 后 的 “判断 " ， 给 出 估计 什 
m i, m, т 
其 中 mm 是 第 i 位 专家 的 估计 什 ， 并 请 每 个 人 标 出 各 自 对 所 作 估 
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计 值 的 信任 度 ， 记 为 

ер. 5, 17, е 
这 里 e, Ж г ЯО Н МЕНЕЕ, НЕ e, e 
[0, 1], 第 i 位 专家 有 绝对 把 握 时 ，e; =1; 毫 无 把 握 时 ， 取 6 = 
0; 其 他 情形 ， 取 0 <e: <1， 专 家 的 信任 度 是 一 个 心理 指标 ， 它 
取决 于 专家 对 资料 和 信息 的 占有 程度 ， 取 决 于 论据 的 充分 性 ， 取 
决 于 专家 的 经 验 与 信念 . 

(6) 计算 


_ 1 

"= ти," 

НМ, = lile 2А; = 1,2,…,nj ,1 М,1 М, 的 
ЖА, ПЛ е [0,1] 是 事先 给 定 的 标准 . 


最 后 以 元 作为 А (w) 的 估计 值 ， 或 直接 计算 


(6.1) 


ЖЕТ m fo À (wo) 在 信任 度 z 下 的 估计 秆 ,车 5 较 高 ， 从 而 达 
到 标准 ， 则 А (шо ВЕ м. БИ, НЫ т, 但 要 特别 
注意 信息 反馈 ,不 断 通过 “学 习 过 程 ”完善 4 (ue) =m. 

Ñ (6.1) 是 以 参加 估 值 的 全 体 专 家 具有 平等 的 学 术 地 位 为 
前 提 的 . 如 果 专 家 们 的 学 术 地 位 各 不 相同 ， 可 用 不 同 的 权重 分 配 
代替 均 权 ， 即 计算 
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НН o, > 0(; = 12,0) B Ye, = 1. 
Delphi 法 特别 适用 于 有 限 论 域 上 的 模糊 集 ， 即 模糊 向 量 的 估 
计 ， 且 最 好 是 让 专家 一 次 给 出 对 各 元 素 隶 属 度 的 估计 值 ， 即 设 
О ={шщ,щ,се, ш 
А =(а,а,,се, 4) в FV) 


让 专家 一 次 给 出 对 ар, а,, =, a, 的 各 估计 值 ， 这 要 比 单个 估 
Йа, 效果 好 ; 其 原因 在 于 整体 估计 是 在 比较 中 进行 的 ， 使 得 决 
断 容易 做 出 ， 还 使 得 各 个 估计 值 相互 协调 . 


6.3 模糊 统计 法 
6.3.1 模糊 统计 法 


6.3.1.1 概率 统计 法 

在 介绍 模糊 统计 法 之 前 ， 先 简单 回顾 一 下 概率 统计 法 ， 这 对 
我 们 掌握 模糊 统计 法 是 很 有 帮助 的 . 

学 过 概率 的 人 都 知道 ， 所 谓 概 率 统计 法 是 通过 进行 随机 试验 
来 求 得 事件 慨 率 的 一 种 方法 ， 在 概率 统计 随机 试验 中 有 四 个 要 
Ж: 

(1) 样本 空间 如 , 它 是 随机 试验 中 所 有 基本 事件 组 成 的 集 


а 


(2) 事件 4， 它 是 细 上 的 一 个 确切 的 普通 集合 ; 

(3) 经 中 的 变 元 w， 它 是 一 个 随机 变量 ; 

(4) 条 件 3， 它 是 对 变 元 o 的 活动 的 一 个 限制 范围 . 

随机 性 的 焦点 是 w 在 S 内 有 随机 变动 余地 ， 而 且 

SnA = @ Sn4 = @ 

当 we5N4 时 , 事件 4 发 生 ， 当 we5N4 时， 事件 4 不 发 生 ， 
ВА 是 条 件 § 之 下 的 随机 事件 . 
随机 试验 的 目的 是 用 确定 的 手段 去 研究 这 种 不 确定 性 . 
随机 试验 最 基本 的 要 求 是 在 每 次 试验 中 ， 事 件 4 究竟 发 生 
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与 否 ， 必 须 是 确定 的 ， 这 就 要 求 在 每 次 试验 中 ，w 必须 确定 ， 从 
Шое5ПА, ossn4d 必须 有 一 成 立 . 
随机 试验 的 特点 是 在 各 次 试验 中 4 是 固定 的 ，w 是 变 的 
计算 概率 的 公式 为 


4 发 生 的 频率 /[, А 


其 中 5 为 试验 次 数 
实践 表明 ， 随 着 的 增 大 ， 通 常会 呈现 频率 稳定 的 现象 ， 频 
率 稳定 所 在 的 那个 数 ， 叫 做 事件 4 在 条 件 3 下 的 概率 
$161 ЖИЕ, й НЕА АКРЕ” 
的 概率 
М ” 设 事件 “出 现 偶数 点 且 点 数 大 于 三 ”为 4， 在 这 个 试验 
E, 0: 二 一 点 ， 二 点 ， 三 点 ， 四 点 ， 五 点 ， 六 点 | А: ГАЯ, 
ЖА}, ө: we |1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
例如 某 人 做 此 试验 ， 其 试验 次 数 及 数据 见 表 6-1. 
ж61 试验 次 数 及 数据 
һ | O | жю 4013 
п, | 401 666 1301 
£. | 0. 3342 0. 3330 0. 3242 


4 发 生 的 次 数 
n 


由 此 表 可 见 ， 在 条 件 下 ,4 的 频率 在 1/3 附近 摆动 ， 实 际 
上 这 是 古典 概率 ， 可 直接 算出 РСА) =2/6 =1/3. 

6.3.1.2 模糊 统计 法 

模糊 统计 法 ， 简 单 地 说 就 是 通过 模糊 试验 来 求 得 元 素 的 隶属 
度 的 一 种 方法 ， 模 糊 试 验 也 有 四 个 要 素 : 

(1) 论 域 V， 我 们 所 论 问题 的 范围; 

(2) 尽 中 的 一 个 确定 元 素 us 

(3) 上 中 的 一 个 随机 运动 的 普通 集合 4. ，4 ,联系 着 一 个 模 
ВЕ 4 ，4 . 的 每 一 次 确定 ， 都 是 对 相应 于 4 的 模糊 概念 的 一 
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个 确定 划分 ， 可 以 看 作 4 的 一 个 显影 ， 表 示 模 糊 概念 的 一 个 近 
似 外 延 ; 

(4) 条 件 5， 它 联系 着 对 模糊 概念 所 进行 的 划分 过 程 的 全 部 
客观 的 或 心理 的 因素 ， 制 约 着 4, 的 运动 . 

模糊 统计 法 的 基本 要 求 是 在 每 次 试验 中 ， 对 uo 是 否 属 于 А 
作出 确切 判断 ， 这 就 要 求 在 每 次 试验 中 ,4 , 必须 确定 . 

模糊 统计 试验 的 特点 是 在 各 次 试验 中 u 是 固定 的 ，4, 是 变 
的 ， 这 是 不 同 于 随机 试验 的 . 

隶属 度 的 计算 公式 为 


„м À кижи, А 4 = RE о ВИХ 
其 中 ЖЭН. 


实践 证 明 ， 随 着” 的 增 大 ， 隶 属 频率 也 会 呈现 稳定 性 ， 称 之 
为 隶属 频率 稳定 性 ， 频 率 稳定 所 在 的 那个 数 ， 叫 做 uw 对 А МЕ 
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概率 统计 与 模糊 统计 试验 可 用 图 6-1 来 直观 说 明 . 


图 6-1 概率 统计 与 模糊 统计 试验 直观 图 


6-1(a) 是 概率 统计 试验 的 直观 图 ,其 中 4 不 动 ,而 w 变动 ;图 
6-1(b) 是 模糊 统计 试验 的 直观 图 ,其 中 z 固定 而 4 , 变动 . 

例 6-2 模糊 统计 试验 的 应 用 (参见 文献 [121). 

设 U=[0,100]( 单 位 : 岁 ), 4 是 “青年 人 "在 U 上 的 模糊 集 ， 
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JR w =27 ,试用 模糊 统计 试验 来 确定 z 对 А 的 隶属 度 . 

м 这 里 引用 文献 [12] 的 资料 ， 具 体 作法 如 下 : 

(1) 选择 129 位 合适 的 人 选 ， 让 他 们 独自 认真 的 考虑 “ 青 
年 人 ”的 食 义 ,然后 分 别 报 出 各 自 认为 “青年 人 ”最 适宜 的 年 
юв: (46-2); 

#62 ХР "МЕЛ" ФИКЕ 


18-25 17 -30 17-28 18-25 16—35 14-25 
18-30 18-35 18-35 16-25 15 -30 18-35 
17-30 18-25 18-25 20-30 18-30 16-30 
20-35 18-30 18 ~30 18-35 15-25 18-30 
15-28 16-28 18 -30 18-30 16-30 18-35 
18-25 18-25 16-28 18—30 26 -30 16-28 
18-35 18-35 17-27 16-28 15-28 16-30 
19-28 15-30 15-26 17-25 15-36 18-30 
17 ~30 18 ~35 16 ~ 35 15-25 15-25 18-28 
16 -30 15-28 18—35 18-30 17-28 18—35 
15-28 18-30 8-25 15-25 18-30 6-24 
15-25 16-32 15-27 18-35 16-25 18-28 
16—28 18-30 18-35 18 ~30 18 -30 17-30 
18-30 18-35 16 -30 18-35 17-25 15-30 
18—25 17-30 14-25 18-26 18-29 18-35 
18-28 18-30 18-25 16-35 17 ~29 18-25 
17-30 16-28 18—30 16-28 15-30 15-35 
15-30 20-30 20-30 16-25 17 -30 15-30 
18-30 16-30 18-28 18-35 16-30 15-30 
18-35 18—35 18-30 17 ~30 16 -35 17-30 
15-25 18-35 15-30 15-25 15-30 18-30 
17-25 18-29 18-28 
(2) 统计 年 限 区 间 覆 盖 uo =27 的 次 数 ， 结 果 见 表 6-3; 


查 63 и,=27 对 “青年 ”年 限 的 来 属 频率 
N j10 2 3 40 | 50 | во у зо {во | 90 |100 | 110 | 120 | 129 
来 局 次 数 | 6 | [23 | 31 | 3 |47 | 53 | 62 | 68 | 76 | 85 | 95 [101 
Жж [0.60 |0. 70 |0. 77 |0. 78 |0. 78 |0. 78 |0. 76 |0. 78 |0. 76 |0. 76 |0. 75 |0. 7910. 78 


(3) 把 表 6-3 结果 绘图 ( 见 图 62). 


90 116 129 


图 6-2 и =27 对 “青年 ”隶属 频率 的 稳定 性 


由 图 6-2 可 知 ，27 岁 对 于 青年 年 限 的 隶属 频率 大 致 稳定 在 


0.78 附近 ， 故 可 


[Ж А (27) =0. 78. 


利用 模糊 统计 也 可 求 出 隶属 坪 数 曲线 . 
例 6-3 0 = [0,100] (41:2), А 是 “青年 人 ”在 UE 


的 模糊 集 ， 试 用 
解 这 里 仍 


(2) 以 每 经 


算 结果 见 表 6-4; 


模糊 统计 求 А 的 隶属 函数 曲线 . 

引用 文献 [12] 的 资料 ， 具 体 作法 如 下 : 

(1) ЖЖ ША; 

的 中 值 为 代表 ， 计 算 隶 属 频率 ， 分 组 情况 及 计 


+64 分 组 计算 隶属 频率 


序 导 分 组 频数 | 隶属 频率 | 序号 | 分 组 频数 | 隶属 频率 
т | 13.5-145 | 2 | 0.0155 | 13 | 255-265 | 103 | 0.7984 
2 14.5 ~ 15.5 27 0.2093 14 26.5 -27.5 101 0.7829 
з |15.5-165 | 51 | 0.3953 | 15 | 275-285 | 99 | 0.7674 
4 16.5 -17.5 57 0. 5194 16 28.5 29.5 80 0. 6202 
5 | 19.5-185 | 124 | 0.962 | 17 | 295-305 | 77| 0.5969 
6 | 18.5-19.5 | 125 | 0.960 | 18 | 30.5-31.5 | 27| 0.2093 
7 19.5 - 20.5 129 1 19 31.5 ~ 32.5 2 0. 2093 
8 | 20.5-21.5 | 129 | 1 20 | 32.5-33.5 | 26 | 0.2016 
9 |21.5-22.5 | 19 | 1 21 | 33.5-34.5 | 26| 0.2016 
ю | 22,5-23,5 | 09 | 1 22 | 34.5-35.5 | 26| 0.2016 
и 23.5 -24.5 129 1 23 35.5 -36.5 1 0. 0078 
12 | 24.5 -25.5 | 128 | 09922 Ы 13.6589 
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(3) 把 表 中 的 结果 (年 岁 与 素 属 频率 ) 在 坐标 平面 上 描 点 ， 


连续 地 画 出 图 形 ， 便 可 得 到 “青年 人 ”的 隶属 函数 曲线 ( 见 图 6- 
3(a)). 

10 10 

09 09 

07 07, 

а 05 а 05 

03 °з 

01 ol 

07—155 255 355 0——155 255 355 

= = 


ба) O) 
#63 “青年 人 ”的 隶属 函数 曲线 


说 明 : 

(1) 由 于 康 始 数据 中 青年 年 限 的 最 低 限 为 14， 最 高 限 为 
36， 故 只 需 把 13.5 ~36. 5 分 组 即 可 . 

(2) 分 组 多 少 , 需 由 具体 情况 确定 .一 般 组 分 得 越 细 ， 得 
到 的 曲线 就 越 接 近 诛 始 数据 提供 的 信息 

(3) 表 中 的 频数 是 由 表 6-2 统计 得 到 的 。 比 如 第 一 组 的 中 值 
为 4， 由 统计 表 得 到 的 数据 知 覆盖 14 的 区 间 有 2 个 ， 所 以 相应 
频数 为 2. 用 2 除 以 数据 个 数 129， 就 得 到 相应 的 隶属 频率 
0.0155, ЖЖЖЖ. 

(4) 对 于 此 项 工作 ， 有 人 曾 在 武汉 大 学 、 西 安 工业 学 院 作 
过 同样 的 试验 ， 所 得 隶属 函数 曲线 〔 见 图 6-3 (b) ) 大 数 相同 ， 
这 说 明 ， 模 糊 统计 方法 是 切实 可 行 的 

(5) 在 就 人 类 自然 语言 中 的 模糊 概念 进行 模糊 统计 时 ， 必 
须 遵循 一 个 原则 ， 即 被 调查 人 员 一 定 要 对 模糊 词汇 的 概念 熟 
Ж, 并 有 用 数量 近似 表达 这 一 概念 的 能 力 ， 要 求 每 一 个 被 调查 
者 都 力求 尽 可 能 贴切 地 用 一 个 确切 集合 来 表达 自己 的 模糊 概 
念 
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6.3.2 模糊 分 布 


应 用 模糊 统计 法 ,可 得 到 模糊 集 的 未 属 函数 曲线 ,那么 如 何 由 
隶属 函数 曲线 来 求 得 隶属 函数 呢 ? 类 似 概率 统计 中 的 方法 ,我 们 
可 根据 图 形 的 形状 ,选取 适当 的 函数 表达 式 ,就 可 得 到 隶属 函数 . 
为 此 ,我 们 必须 有 一 些 可 供 选 用 的 函数 式 ,下 面 就 给 出 一 些 最 重 
要 、 最 常用 ,并 且 带 有 参数 的 隶属 函数 及 其 图 形 , 以 供 选取 、 

在 模糊 数学 中 ， 我 们 把 论 域 为 实数 域 的 未 属 函 数 称 为 模糊 分 
Ж. ШЕ 4 е #(Х),ҢР X ЯЗ р = А (z) 为 模糊 
分 布 ， 由 于 下 面 所 给 的 函数 表达 式 都 是 以 实数 域 为 论 域 的 ， 所 以 
它们 都 是 模糊 分 布 ， 常 见 的 模糊 分 布 有 : 

(1) ЖЛ ЕЗЕН: 

Филч 


见 图 6-4 (а). 
回 偏 大 型 


\ 


见 图 6-4 (b). 
@ 中 间 型 
| # и 


ее 


8- 一 一 一 


О 


图 6-4 矩形 分 布 
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А (х) = (1, ах &Ъ 
0, х>Ь 
见 图 6-4 (c). 
此 类 分 布 适用 确切 概念 ; 
(2) 半 梯 形 分 布 与 梯形 分 布 : 
人 OO@ 偏 小 型 
1 ， x<a 
4 (2) = {25 а<х=Ь 
b-a 
0 к> 
见 图 6-5 (а). 
人 @@ 偏 大 型 
о, х<а 
А, ах = 
1, x>b 
见 图 65 (b) 
Өңі 
и д н 
1 1 1 
ТА / 
| | | 
о | о | о | 
а 5 x а 5 x а 
(а) (b) 


65 НРА 
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о, х<а 
= а<х<Ь 
А =} | ， b<x <е 
==, c<x <d 
о, x > d 
ВЫ 6-5 (с). 
(3) КИЕ: 
Филу 
1 х <a 
А 
А (х) = (k=) asgx<b 
-a 
0 Xb 
见 图 6-6 (а). 
ФН 
0 х<а 
ПШ 
А (ж) = (=) =x<b 
-а 
1 x>b 
в A в 
1 1 1 
| | 1 
| | 1 | 
| | 1 1 
о о | ом 1 
а $ а b X a h с а Х 
(a) (b) (c) 
图 6-6 抛物 型 分 布 
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见 图 6-6 (b). 


Фе 
о А х<а 
А =“) А а&х <Ъ 
А (x) = 1 , = х <с 
(2-2) , сх <d 
0 В х2 4 
见 图 6-6 (е). 
(4) T 型 分 布 : 
Фила 
1, х<а 
д0) -| 
ee хра 
其 中 >0， 见 图 6-7 (а), #Ра=а+1/%Ь 
Отка 
0 , х <а 
4 =| 
1-е хра 


其 中 上 >0， 见 图 67 (b), фа =а+1/%. 
@+ н 


1 三 一 一 一 1 
Ах 0: 1 А 
в | ИШ 
0—0 № 4 а а z ва b b 
ба) (b) се) 
67 了 型 分 布 


‚138. 


з х<а 
4 =] 1 ‚ a<x<b 
е», х>Ь 


ҤЕ>0, 见 图 6-7 (e), Иа =а- МЕ, =Ь+1/Ь. 
(5) 正 态 分 布 : 


中 偏 小 型 
А (а) -| 1 А r< 
Gy, x>a 
见 图 6-8 (а). 
ях 
д (а) 0 А х за 
x) = 
7 |, -e СЕ, «>а 
见 图 6-8 (b). 
图 中 间 型 
А (a) =е 0 
见 图 6-8 (ec)， 也 可 设 


“| н в 
1 
Ч є—-———=— 1 | 
| l 
| 
| | | 
I | | 
| | | 
о то # то 1 
(a) (py (с) 
#68 ЕЯ 
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1 › х=а 
КЫ 1 


1+о(«-а)#” 


其 中 w>0,，B>0， 见 图 6-9 (а). 


Онака) 
0 . x< 
ао у». 
1+а(я а)” 
其 中 a>0, B>0， 见 图 69 (b). 
全 中 间 型 
_ 1 
40) 1 +а(я -а)№ 
其 中 a > 0, 8 为 正 偶数 , ЛИ 659 (с) 
и и # 
1 
1 1 
| | | 
| | 
| о — O I 
2 x а x а 
(а) (b) (e) 
69 иљ 
(7) ЖЕ: 
CO@ 偏 小 型 
1 > x <a, 
А (x) = т-ти - 8), ах =< 
0 ， х >а 


= 
|: 


6-10(а) ,图 中 ao = (a, +а,)/2. 
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@@ 偏 大 型 


0 ха, 
А (=) = аа (и), а <x <a, 
а -@, 
1 ; x > a, 
见 图 6-10 (b) ， 图 中 ao = (а +4) /2. 
国 中 间 型 
0 А ха 
т.м), а ава 
А (х) = 1 , а<х&а, 
0 ， x > a 
见 图 6-10 (c). 


说 明 ”用 模糊 数学 去 处 理 带 有 模糊 性 的 问题 时 ， 选 择 适当 的 
模糊 分 布 函数 是 很 重要 的 ， 如 选择 不 当 ， 则 会 远离 实际 情况 ， 从 


о 
ара в Я ара, а, ба о о,у 


(а) (b) (c) 


图 6-10 МА 
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而 影响 效果 ， 各 式 中 的 参数 由 实际 问题 决定 
6.3.3 三 分 法 


三 分 法 也 是 用 随机 区 间 的 思想 来 处 理 模糊 性 的 试验 模型 ， 在 
某 些 场合 适用 此 方法 来 求 隶属 函数 ， 下 面 通过 一 个 例子 来 说 明 . 

建立 矮 个 子 、 中 等 个 子 与 高 个 子 三 个 模糊 概念 的 隶属 函数 

设 论 域 U= (0, 3) (单位 : m), А, A,, А, 为 U 上 的 
三 个 模糊 集 ， 其 中 д, 无 个 子 ; A,: НАУ; А, 高 个 子 . 

又 设 # 为 矮 个 子 与 中 等 个 子 的 分 界 点 ，” 为 中 等 个 子 与 高 个 
子 的 分 界 点 . 

将 (Z, т) 看 作 二 维 随机 变量 进行 抽样 调查 ， 由 所 得 到 的 
数据 求 出 2，” 的 概率 分 布 ， 便 可 导出 隶属 函数 А, (1=1, 2, 
3) ， 一 般 说 来 有 如 下 结论 - 

定理 6.1 设 (¿, т) ЖАР (<) =1 的 连续 随机 向 
量 ， 对 于 ({, т) 的 每 一 个 取 点 ， 都 联系 着 一 个 映射 

єл: Р, = А, Аз, А, 


4. x< 


Аз, z > 
由 此 模糊 统计 试验 所 确定 的 A., A,, А. ВОЗО 6364329 


A.G) = [ива 


A.G) = ps) du 
А00) =1- Аб) - 4.69) 


其 中 р(х), р(х) ЗЕЕ, n 的 边缘 分 布 密度 函数 . 
证 明 略 . 
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通常 ,具有 正 态 分 布 ， 如 设 
{: Ма, ,02), т: N(a,, 03) 
则 上 述 隶 属 函 数 化 为 


а) | 
б) =] 


д0) 900] ol] 
' : 


这 里 ao = |, 


1-2 
š 24 
6.4 НЕ 
ТЯ ОН “ВЫХ” ЖА 
设 论 域 X = [0,200] (42:22), Ж А e СО, НЕХ А 
为 “老年 ” , 求 其 属 函数 4 (x). 
任 给 x 一 个 增 量 Ax， 相 应 地 p= А (x) 也 有 一 个 增 量 
Аи = А (x+ Ах) - А (z) 
假定 : (1) Au Ах 成 正比 ; 


(2) 对 同样 大 的 Ах, #х 越 大 ， 则 Au 也 应 越 大 ; 
(3) 因为 不 超过 1， 所 以 jx 越 接 近 1 Ди 应 越 小 . 


于 是 有 
Аа = hk- Ах (1-р) 
其 中 为 比例 常数 . 

将 上 式 两 边 同 除 以 Ax， 则 有 


дш = а -由 
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再 令 Ar 一 0， 便 可 得 如 下 微分 方程 


За (1-ши) 
从 而 有 r = ах 
两 边 积分 [бея = Jaz 
得 иба) =1-се 


这 里 “是 积分 常数 ， 适 当选 择 二 和“， 则 可 完全 确定 Kx). 
65 因素 加 权 综 合法 


在 实际 问题 中 有 时 会 遇 到 这 样 的 模糊 集 ， 它 有 若干 个 因素 相 
互 作用 而 成 ， 而 每 个 因素 又 可 以 用 模糊 集 来 表示 ， 此 时 的 论 域 可 
表示 为 n 个 因素 集 的 Descartes 乘积 ， 即 

U = U, x U, хо х0, 

Ў А; е Z(U.)(i = 1,2,--,n), А е 200), A H 4, 
Аз. 44, 复合 而 成 .复合 方式 可 根据 实际 情况 采用 如 下 复合 方 
式 之 一 . 

6.5.1 加 权 平 均 型 

车 А (и) 是 由 А, (в), 4,00), 7, А, би.) 累加 成 的 ， 则 

可 令 


до) = Ya Ga) 
Жр и = (щщ) є и 5) Ри, НЯ 
ys = 1,6.(i = 1,2,…,n) 反映 了 第 i 个 因素 的 重要 程度 . 
例如 ， 用 模糊 集 4 表示 学 生 集合 上 的 “优秀 生 "、 将 “ 优 
秀 生 ”分 成 思想 好 、 学 习 好 、 身 体 好 、 团 结 好 、 纪 律 好 诸 因素 ， 
.144. 


学 生 属 于 “优秀 生 ” 的 隶属 度 А (z) 就 等 于 “属于 5 个 因素 的 
ЖЕ Соо) КОР, Вр 


4 (и) = уз, 4.04) 


652 乘积 平均 型 
ВАА (а, Cu))= 按 比例 变化 ,每 个 4С) 对 
АО, НЕВА А Сш) а, А (u) 88392. 
则 可 令 
AG) +)" 


= аа) 4б)” 
其 中 心 = (щщ, © 0, Саа в») 是 权重 向 量 ,6 是 一 
适当 选取 的 常数 ,以 保证 À (u) e [0,1] 
6.5.3 混合 型 
如 果 决 定 А (u) 的 A.(u) 可 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 是 累加 因 
素 ， 一 部 分 是 乘积 因素 ， 风 可 令 
A(u) = оноо. (ва) 


其 中 шей, (а, а, "5 а„), (Š, ё, "° 8.) 为 两 权重 
ЫШ, B m+EË=n+1, БЕЗ, Ж (о, 0, ^^", Qn ) 、 
(5,8, се, 8) 可 通过 专家 调查 获取 ， 也 可 通过 试验 取 点 ， 
得 到 形 如 
СА (ш), е, 408,05 A (u)) 
的 若干 组 值 ， 再 用 线性 回归 方法 求 出 待定 权重 、 
例 6-4 在 投资 项 目 评价 时 ， 值 定 一 个 项 目的 “社会 经 济 效 
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益 ” 由 利税 水 平 、 创 汇 水 平 、 就 业 水 平 、 生 态 效益 和 在 整个 经 
谤 系统 中 的 制约 作用 ( 即 指 该 项 目 在 整个 经 济 系统 中 是 否决 定 
和 影响 其 他 企业 的 发 展 ， 该 项 目 是 否 为 拳头 产品 项 目 等 等 ) 等 
五 个 因素 构成 ， 这 五 个 因素 均 是 模糊 集 ， 依 次 记 为 4, ,431, 4;， 
Ад... Д A. 和 А, 为 关键 因素 ， 则 可 将 表示 “社会 经 
济 效益 ”的 模糊 集 4 表示 为 ;对 于 项 目 *， 


А) = (сд h(a 4,05) 
其 中 (aw, ox, ox) 和 (5, 5, 6,) 为 二 组 权重 . 
一 般 地 说 ， 由 4. 4, с, 4, М Á 的 过 程 ， 实 质 上 
是 给 定 映射 [0，1]" [0, 1], 使 对 VueU， 有 
А (и) = абш), 4,00), =, А0) 
当然 f 的 形式 不 一 定 限于 以 上 所 论 ， 可 灵活 选取 . 
Я мб 


1. Ж 4 表示 “货币 流通 量 正 常 值 "， 它 是 实数 集 X 上 的 模糊 集 ， 经 


过 100 次 独立 抽样 ， 得 区 间 样本 值 如 下 : 
15: [15.5, 19.5]; 20 次 ; [14.0, 20.0]; 35 次 : [16.0, 21.0]; 
18 次 : [17.5, 20.5]; 12 次 : [18.0, 21.5]. 
由 这 次 抽样 结果 ， 分 别 犀 计 4 (15.5), А (21.0). 
2. 在 一 个 荧光 屏 上 ,用 一 光 点 的 上 下 运动 快慢 来 代表 15 种 不 同 的 运动 
速率 , 记 V= 生 ,2,…,15} , 主 试 者 随机 地 给 出 15 种 速率 让 被 试 者 按 “ 快 ”、 
“中 ”"“ 慢 "进行 判断 分 类 ,每 种 速率 共 给 出 320 次 ,判断 结果 如 下 表 : 


# ж 
11213 |4 [5 |6]7 |8169 ую 11]|12 |з 14] 15 
о јо [о јо [о јо ооо | ва [218 |261 |320 | 320 |320 
319 | 320 |320 |320 | 236 | 02 | 59 Г ој 0 [о 
320 | 320 | 320 305 | 13011 о [о [о о [о [о о [о о 


ж 
i: 


ф+т я 
© 
° 
° 
š 


(1) БИО ROSE, ДЕН: “ШЫ”, “ h". Чё” ЖУ 
中 所 表现 的 模糊 集 ; 

(2) 画 出 上 述 变量 的 离散 型 分 布 密度 晒 数 项 ， 作 为 它们 在 Y 上 的 隶属 
Жей; 

(3) 将 图 中 离散 点 用 折线 连接 起 来 ， 作 为 区 间 У'= [0,15] 上 三 个 
ВЕН СН. 

3. 以 时 间 为 论 域 ， ДАШ = [0,24]( 单 位 :h) ,分 别 给 出 模糊 集 4 =“ 早 
>”. B = “hF”. С =“ 晚 上 ”的 隶属 函数 . 

4. 规定 : 识字 500 以 下 者 为 文言 ， 识 字 500 ~ 1000 者 为 半 文 育 ， 识 字 
1000 以 上 者 为 非 文良 ， 取 论 域 已 = 只 《实数 集 ) ， 试 建立 模糊 集 4 = “X 


盲 ”的 隶属 函数 ， 
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й7й 模糊 聚 类 分 析 


模糊 聚 类 分 析 是 一 类 应 用 很 广泛 的 数学 方法 ， 就 其 理论 上 讲 
大 致 可 分 为 三 种 ， 一 是 基于 模糊 等 价 关系 的 传递 闭 包 法 ， 二 是 基 
于 模糊 相似 关系 的 直接 育 类 法 ， 三 是 基于 模糊 c- 划 分 的 模糊 来 类 
法 . 本章 将 分 别 介绍 这 三 种 方法 及 其 应 用 


7.1 ИЯК НОРИ 
7.1.1 模糊 来 类 分 析 


在 生产 、 科 学 实验 及 日 常生 活 中 ， 常 要 求 我 们 把 所 接触 、 
研究 的 对 象 〈 论 域 ) ， 按 它们 的 性 质 、 用 途 等 分 成 几 类 . Я 
如 ， 在 地 质 勘 探 中 ， 我 们 要 按照 矿石 标本 的 颜色 、 比 重 和 化 
学 成 分 等 特征 ， 将 矿石 标本 分 成 不 同 的 类 别 ; ЛЕТНЯЯ 
的 性 能 时 ， 要 根据 钢材 所 含 碳化 物 的 颗粒 大 小 、 多 少 及 分 布 
状况 进行 分 级 ; 在 日 常生 活 中 ， 人 们 按照 出 售 商品 的 不 同 
把 商店 分 成 若干 类 型 ， 如 食品 店 、 服 装 店 、 土 产 杂 货 店 等 
数学 上 ， 把 按 一 定 要 求 和 规律 ， 对 事物 进行 分 类 的 方法 叫 聚 
类 分 析 ， 它 属 数理 统计 多 元 分 析 的 一 个 分 支 ， 是 对 清晰 事物 
进行 分 类 的 一 种 方法 

然而 ， 现 实生 活 中 ， 事 物 之 问 的 界限 往往 不 一 定 很 清晰 ， 很 
多 分 类 问题 ， 都 多 伴随 着 模糊 性 ， 就 拿 天 气 来 说 ， 畏 、 阴 、 雨 天 
之 间 就 没有 绝对 的 界限 ， 有 了 时 会 “东边 日 出 西边 两 ， 道 是 无 晴 
却 有 畏 "， 对 于 这 一 类 问题 ， 普 通 的 聚 类 分 析 是 无 能 为 力 的 ， 而 
用 模糊 数学 的 语言 和 方法 来 描述 和 解决 就 成 为 自然 和 方便 的 了 
这 就 产生 了 模糊 聚 类 分 析 . 
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7.1.2 ВНЕЛЕ 


应 用 模糊 集 类 分 析 对 事物 进行 分 类 ， 一 般 按 如 下 四 个 步骤 进 
行 . 

7.1.2.1 选择 统计 指标 

根据 实际 问题 ， 选 择 那些 具有 明确 的 意义 ， 有 较 强 的 分 辨 力 
和 代表 性 的 特征 ， 作 为 分 类 事物 的 统计 指标 ， 统 计 指 标 选 择 得 如 
何 ， 对 分 类 效果 有 直接 的 影响 . 

7.1.2.2 数据 标准 化 (正规 化 ) 

把 代表 事物 各 特征 的 统计 指标 的 数据 进行 处 理 ， 使 之 便于 分 
” 析 和 上 比较， 数据 标准 化 可 这 样 进行 : 令 

达到 
с 

其 中 х 为 原始 数据 ，7 为 原始 数据 的 平均 值 ，c 为 原始 数据 的 标 
ЖЕ. 

7.1.2.3 标定 

所 谓 标 定 ， 就 是 根据 实际 情况 ， 按 一 个 准则 或 某 一 种 方法 ， 
给 论 域 口中 的 元 素 两 两 之 间 都 赋 以 区 间 [0,1] 内 的 一 个 数 ， 叫 做 
相似 系数 ， 它 的 大 小 表征 两 个 元 素 彼此 接近 或 相似 的 程度 

йй Ш= |щ, ш, се, и, 为 待 分 类 事物 的 全 体 ，z 由 一 组 
数据 x ，xa，…，%i 来 表征 ， 用 来 表示 元 素 и, Ери, 的 相似 系 
Ж, О=т,=1 (i、j=1, 2，…，n); y=0 表示 uw 5 u 截然 不 
同 ， 毫 尤 相似 之 处 ; ry =1 表示 它们 完全 相似 或 等 同 ， 当 i=j 时 ， 
пеи, 自己 与 自己 的 相似 程度 ， 信 取 为 1，m 可 根据 实际 情况 ， 
选 下 列 方法 之 一 ， 来 加 以 确定 

(1) 数量 积 法 
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其 中 
М = max [ Ў.а) 
i V £i 
显然 | | ГО, 11. 如 果 六 中 出 现 负 值 ， 可 采用 下 面 方法 将 全 体 
7 进行 重新 调整 
方法 1 令 пе 1 
则 re [0,1]. 
方法 2 令 r= ар 


#7 Мт 
其 中 m = minry, M' = maxr,, уе [0,1]. 
р а 


(2) Жа 


Ў, хал» 
РЕЙ 
ry = 


如 果 方 中 出 现 负 值 ， 也 可 采用 上 面 方法 调整 
(3) 相关 系数 法 


Ye, в), -=) 


人 人 


(4) 最 大 最 小 法 


《5) 算术 平均 最 小 法 
150. 


(7) 绝对 值 指数 法 
пев Yala mt} 
(8) 指数 相似 系数 法 


нн (599) 
其 中 S, 适当 选择 . 
《9) 绝对 值 倒数 法 
1 А i=j 
ry = M | 


=, ij 
> | xa а | 
中 对 适当 选取 , 使 在 [0, 1] 中 且 分 散 开 . 
(10) 绝对 值 减 数 法 
r; #1-‹ў Е 
其 中 适当 选取 , 使 "在 [0， n 中 且 分 散 开 . 
(11) 非 参数 法 


令 
Xa = ха 00, ЖЕ Ó E, 


п? = hh ,Xn у 中 正 数 个 数 
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пг = адај охор оа | ИУ 


(12) 贴近 度 法 
如 果 特征 x улу © [0,1](# = 1,2,…,m) „АЙ шщ ‚и, 可 看 作 模 
ЖИ ш, = (хилал) оц = (ар лд ‚ге, ) :以 它们 的 贴近 
度 D(u,,u;) 为 其 相似 程度 . 
@ 格 贴近 度 


„={ 1 , i=j 
ршщ), ij 


其 中 рш) = [Ñ Ga Л) A (1-Д G Ум) 
нее 
ry = 1 - e(d(u,,u,))° 
其 中 ca 为 适当 选择 参数 值 ,4( ии) 2888038465 ЯНИ: 
a. Minkowski ЮЖ 
ощ) = (Y (sa - sal) 
14 p = 1 时 为 Hamming В 
4(ищ) = yx Га а] 


对 应 Hamming 距离 的 贴近 度 (о = 1) 与 绝对 值 减 数 法 一 致 ; 
当 p =2 时 为 Enclid НЕ 


ац) = [Ў баа) 


b. 马 氏 距离 


WW бы - 8) я 8) 
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EBE V = (о). 的 道 矩阵 存在 ， 则 马 氏 距离 定义 为 
(4(шщ,и,)) = (шу) (ш = u) 


= (wa 和 


с. Lance 距离 
Q Í za д; | 
dG) = ру зы 


4, Chebyshev 距离 
dius) = Ў каса А 
@ 算 术 平均 最 小 贴近 度 
23 G A a) 
ry = иш) = —— 
Е + Ў = 
(13) 主观 评定 法 
请 有 实际 经 验 者 直接 对 а, о 的 相似 程度 评分 ， 作 为 +, 的 
值 . 
以 上 各 种 方法 究竟 选择 娜 一 种 ， 需 要 根据 问题 的 实际 特点 进 
行 选 择 . 
通过 标定 求 出 相似 系数 后 ， 便 可 得 到 以 r, 为 元 素 的 模糊 要 
АЕ К = (г). 
1.1.2.4 #% 
选择 一 种 合适 的 聚 类 方法 《下 一 节 开始 介绍 ) ， 便 可 得 到 分 
类 结果 . 


7.2 基于 模糊 等 价 关 系 的 传递 闭 包 法 
7.2.1 ВЯ 


根据 标定 所 得 模糊 矩阵 R, 求 出 其 传递 闭 包 :(R) ,R = КВ) 
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为 模糊 等 价 矩 阵 ， 然 后 依 3. 4 节 介绍 的 方法 ， 令 A 从 1 降 到 0， 
便 可 按照 需要 对 忆 进 行 分 类 ， 这 样 的 聚 类 方法 ， 称 为 传递 闭 包 
法 ,下 面 看 一 个 例子 . 
例 7-1 环境 单元 分 类 
ДЕШ = ju, 大, 本 上 为 五 个 环境 单元 的 集合 ,每 个 环境 
单元 有 空气 .水 分 .土壤 ,作物 四 个 要 素 ,环境 单元 的 污染 状况 由 污 
染 物 在 四 个 要 素 中 含量 的 超 限 度 来 描述 , 若 其 污染 数据 为 x，= 
(5,5,3,2),и, = (2,3,4,5),ш, = (5,5,2,3),ш, = (1,5,3,1), 
и, =(2,4,5,1), 试 对 上 进行 分 类 . 
解 ” 先 按 绝对 值 减 数 法 进行 标定 ， 若 取 c=0.1， 则 
ЕТ 015 ЕТА 
后 
于 是 得 模糊 相似 矩阵 
1 01 08 0.5 0.3 
01 1 01 02 0.4 
К= |08 01 1 03 01 
0.5 0.2 03 1 06 
0.3 0.4 0.1 06 1 
再 用 逐次 平方 法 计算 丸 的 传递 闭 包 !(R) = RR 因为 
1 03 0.8 05 0.5 
03 1 02 04 04 
R = [0.8 02 1 0.5 0.358 
0.5 0.4 0.5 1 06 
0.5 04 03 0.6 1 
1 04 08 0.5 0.5 
0.4 1 0.4 0.4 0.4 
R =|0.8 04 1 05 0.5 |26 
0.5 0.4 0.5 1 0.6 
0.5 0.4 0.5 0.6 1 
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1 0.4 0.8 0.5 0.5 
0.4 1 04 04 04 
№ = |08 04 1 0.5 0.5 |= R 

0.5 0.4 05 1 06 

0.5 04 0.5 06 1 
所 以 传递 闭 包 R = К°, ЕКВ ВИ R, , 332: R, ВОЛ 
等 价 类 . 若 取 A = 1, 便 将 上 分 为 五 类 , 即 fu| а, аа, 
ры ;车 取 A = 0.8, 则 将 忌 分 为 四 类 , Вр а, уаз, lal. ul, 
ры} RA = 0.6, 则 将 已 分 为 三 类 , 即 | ошз}, а. |, luu УЖ 
À =0.5, 则 将 上 分 为 两 类 , 即 iu aa , а = 0.4, 
了 全 归 为 -类 , 即 fu ,ws,w ,wu ,ul. 详细 过 程 见 3.4 节 , 其 全 类 图 
见 图 3-3. 


7.2.2 БЕШЕ АЛЕ 


聚 类 图 给 出 各 À {ӘБИ Е, РАЗНЫХ, ШР 
全 面 了 解 元 素 聚 关 ， 然 后 根据 实际 需要 选择 其 阔 值 A， 便 可 确定 
元 素 的 一 种 分 类 ， 至 于 如 何 选择 阔 值  ， 使 分 类 更 加 合理 ， 除 了 
和 赁 经 验 外 ， 还 可 用 РЕЖЕ. 

-统计 量 的 意义 如 下 : 

ДИ = fu ,ws,… ,ul 为 待 分 类 事物 的 全 体 ,w = (ха хр, 
тохь) ‚ль 为 描述 元 素 岂 第 上 个 特征 的 数据 (h = 1,2,…,m). 又 
设 * 为 对 应 于 A 值 的 类 数 ,m 为 第 :类 元 素 的 个 数 ,第 ;类 元 素 记 为 


шуш, уш, 


пу = 12, m) 


为 第 ;类 元 素 的 第 站 个 特征 的 平均 值 Е а = (я) 为 
第 ;类 的 聚 类 中 心 向 量 记 = (xz, x.) 为 全 体 元 素 的 中 心 向 
量 ,而 


一 1х 
мат (В = 1.2, т) 
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于 是 , 称 
cS ml — š |? 
х (с-1) 


сх Huu: 


Е? Ë @а. 
为 严 统 计量 ， 其 中 


I = JX GL - xa) 


Жи ЫЕ, | u -ш | ЖЖЖЖ и, Бои КИНИ. 
可 见 Р. 统计 量 的 分 子 表征 类 与 类 间 的 距离 ,分 母 表征 类 内 元 素 间 
Е. 因此 下 值 越 大 ,说 明 分 类 越 合 理 , 与 此 分 类 相对 应 的 -统计 
ВИ А 为 最 佳 值 . 

Я 7-2 气象 预报 中 最 佳 国 值 的 选取 【参见 文献 [13] ) : 

在 探讨 暴雨 预报 方法 时 ， 以 江浦 县 天 气 周期 的 划分 为 基本 分 
№, ВЕЕТ: 1205 Е ВНЕ НА НЕ, № 
线 进退 ， 黄 山 风向 风速 及 该 县 气象 站 的 气压 、 气 温 、 水 汽 压 、 水 
汽 压 与 气温 的 差 ， 用 相似 系数 7 来 标定 元 素 间 的 亲疏 程度 ， 得 到 
一 个 13 ИН А (№), НЕХ Е =", ЖЕ 
用 传递 闭 包 法 便 可 进行 分 类 . 

Жр 为 分 类 的 方案 数 ， 由 于 所 有 样本 各 自 成 类 或 全 部 并 入 一 
类 没有 实际 意义 ， 因 此 实际 上 有 p -2 个 分 类 方案 可 供 选 择 ， 而 
这 里 n=13, р=12, p -2 =10、 又 各 元 素 的 预报 量 y 值 如 表 7-1 
ВЯ. 

由 式 〈7. 1) ， 便 可 计算 出 不 同 的 A 值 所 对 应 的 下 值 ， 结 果 
见 表 7-2. 


(7.1) 


表 7-1 暴雨 预报 量 


样本 号 | 1 2 3 4 5 6 7 8 2311012133 


Уб тт) | 70. 9 |177. 1|50.3|189.7|72.8|1107.7j89.3|82.5|156.6154.21177.6155.0j148.7 


372 分 类 及 王 值 


分 类 数 | 2 4 | 5 5 了 8 9 10 п 12 


л [ов [ото | 6.73 | 074 | 0.75 | 0.77 [0.79 [081 | 0.82 | 0.85 
F (о. овә?|з. 2964|1. 2814 |4. 90534. 6365 [3.3130]. 4619 |1. 6424|1. 036510. 4929 
例如 当 和 A = 0. 68 时 ,划分 为 161 ,11,2,3,4,5,7,8,9,10,11， 


12,13] ,分 类 数 c = 2,m = 1,n, = 12, 从 而 

Р= (107.7 — 94.1)? + 12(93.0 — 94.1)? 

[(70.9 -93) + (177.1 ~ 93)? + + (148.7 —93)°]/(13-2) 

= 0, 0892 

#272 可 看 出 ， 当 入 =0.74 时 ,下 的 信和 最 大 因此 入 = 
0.74 为 最 佳 冰 值 ， 相 应 地 得 到 如 下 划分 : 12, 4, 11, 13}, 15, 
10|, 17, 81, 11, З}, 19, 12}, 161. ЖАРУ ЕЛ, 
天 气 学 的 角度 得 到 了 证 实 . 


7.3 ”基于 模糊 相似 关系 的 直接 聚 类 法 


用 传递 闭 包 法 进行 分 类 ， 需 要 先 建立 了 上 的 模 糯 等 价 矩 
阵 ， 当 矩阵 阶 数 较 高 时 ， 求 等 价 矩 阵 的 计算 晨 很 大 ， 这 给 解 
决 实际 问题 带 来 很 多 困难 下面 介绍 的 直接 聚 类 法 ， 其 计算 
基 要 小 得 多 ， 

所 谓 直接 聚 类 法 是 指 直 接 利 用 相似 矩阵 R 进行 聚 类 的 方 
法 .其 聚 类 的 原则 是 ; и, 与 w 在 和 A 水平 上 同类 当 且 仅 当 在 RR 
的 图 中 ， 存 在 一 条 权重 不 低 于 A 的 路 联结 4 与 ;， 直 接 聚 类 法 
包括 最 大 树 法 和 编 网 法 丙种， 它们 分 别 为 直接 聚 类 法 的 图 形 化 
和 表格 化 . 


7.3.1 最 大 树 法 


最 大 树 法 的 具体 步骤 如 下 : . 
(1) 画 出 以 被 分 类 元 素 为 结 点 ， 以 相似 矩阵 А ИЛЬ 为 
权重 的 一 棵 最 大 树 ; 
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(2) 取 定 Ae [0, 1]， 砍 断 权 重 你 于 和 的 枝 ， 得 到 一 个 不 
连通 图 ， 各 连通 分 支 便 构成 了 在 人 水 平 上 的 分 类 . 
以 例 7-1 来 说 明 最 大 树 法 . 
ВТО = {шщ ,и,,иу,шщ s| ,相似 矩阵 为 
1 


01 1 

В = | 0.8 02 1 
0.5 0.2 0.3 1 
0.3 0.4 0.1 0.6 1 


H 3.4 节 介 绍 的 Kmskal 法 可 得 最 大 
树 〈 见 图 7-1). 

ҢА = 1, 砍 断 权 重 低 于 1 的 枝 ， 
得 五 类 {щш}, {ш}, Dl, {шщ}, 
аА = 0.8, 砍 断 权重 低 于 0.8 
的 枝 , ВИ lu ul. {ш}, {шщ}, #71 最 大 树 
а ;类 似 地 , А = 0.6 得 三 类 
{шш} lucu | [шо l ; 取 和 A = 0.5 „4 и, |, ша м ща ив | 
ЖА =0.4, 4—2 ,ww ,ws,m,us|. 分 类 结果 与 用 传递 闭 包 
法 完全 一 致 . 


7.3.2 编 网 法 


编 网 法 的 具体 做 法 是 : 对 给 定 的 模糊 相似 矩阵 К, 取 定 水 平 
А e [0,1], Е ЕР К, ,在 R, 的 主 对 角 线 上 填 人 元 素 的 符号 ， 
在 对 角 线 下 方 以 结 点 号 “ * ”代替 1， 而 “0” 则 略 去 不 写 ， 由 
结 点 向 主 对 角 线 上 引 经 线 和 纬 线 ， 称 之 为 编 网 ， 通 过 经 线 和 纬 线 
能 互相 连接 起 来 的 元 素 ， 属 于 同类 ， 从 而 实现 了 分 类 . 

仍 以 例 7-1 来 说 明 编 网 法 . 

ЖА =0.6, л ЖЕЕ 
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бо - о 
оо о - 


编 网 ( 见 图 7-2). 

由 图 7-2 可 得 分 类 结果 为 lw， 
шу}, ш}, Балош Е, 也 与 前 面 的 分 类 
жа. 上 一 

前 面 介 绍 的 传递 闭 包 法 、 最 大 树 и 
法 以 及 编 网 法 ， 尽 管 在 形式 上 各 不 相 | "° 
Я, 但 其 聚 类 原则 是 一 致 的 ; и, Бы 
在 和 A 水平 上 归于 一 类 当 理 仅 当 元 素 u, 
与 岂 具 有 等 价 关系 R 的 程度 不 低 于 A. 
因此 ， 对 于 同一 问题 这 些 方法 分 类 结果 是 相同 的 ,我们 在 实际 应 
用 时 可 视 情况 灵活 选取 . 


7.4 基于 模糊 c- 划 分 的 模糊 率 类 法 
7.4.1 ec- 划分 
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7.4.1.1 普通 c- 划 分 

如 果 划 分 把 普通 集合 分 成 c 类 , 则 此 划分 就 叫 普通 c- 划分 , 即 
ЖАИ = (шоно, al 的 特征 可 表 为 站 = (xa xp," Xa) 
那么 口 的 普通 c- 划分 是 指 上 的 c 个 子 集 {4:1i=1,2,…,e1 (2 < 
с=п), ЖЕ 

а) йл, 

(2) АпА=@ (i=p. 

这 样 的 分 类 结果 可 以 用 一 个 c x n НЕЕ (Я -划分 矩阵 ) 
来 表示 . 
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и 1 и, 
А, ап а ау 
а [аран ба 0 
А, ш Go а„/с 
其 中 
1, u e A, (u 835 i 28) 
а = | (7.2) 
0, шел, (u ЖМЖ) 


且 满足 (1) Ул 5 


= ТО и 必 属 于 且 仅 属于 一 类 ) 


(7.3) 


(2) YL0 < Ya, < 4( 表 示 每 类 4 至 少 有 -一个 元 素 ) 


(7.4) 


反 过 来 ， 任 一 满足 条 件 〈7.2) (7.3), (7.4) 的 矩阵 对 应 


жит. 


例如 , BU = {шщ „ш,,ш,,щ,}, 


fu ， 则 对 应 的 分 类 和 矩阵 为 

ш u, 
100 
011 
ооо 


ш 


车 分 类 矩阵 为 
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车 分 类 结果 为 fu | {ии |, 


ч 
бү1 
中 
1 


3 


则 对 应 着 忌 的 分 类 为 (ша, 1ш}, 1ш, uaj. 
记 多 ,为 cxmn 实 矩阵 的 集合 ， 


м, = {A14 = (05) Е е Д, у а, =10 < У <] 


显然 ， 对 于 给 定 的 也 及 分 类 数 。， 类 的 分 法 不 是 唯一 的 ，4. 
包含 了 UU 的 所 有 可 能 c 类 划分 的 结果 ，MM. 称 为 将 上 分 成 c。 类 的 
分 类 空间 ”这 样 的 分 类 是 通常 的 分 类 ， 称 为 硬 分 类 . 

7.4.1.2 Жс 

然而 ,在 许多 实际 问题 中 ， 往 往 伴随 着 模糊 狂 ， 难 于 断言 一 
个 元 素 一 定 属于 某 一 类 而 不 属于 另 一 类 ， 而 是 以 某 种 程度 属于 这 
一 类 ， 而 又 以 另 一 种 程度 属于 另 一 类 ， 即 每 一 类 都 是 UU 上 的 一 
个 模糊 子 集 ， 这 样 一 来 ， 分 类 所 对 应 的 矩 竹 自然 是 一 个 模糊 矩 
阵 ， 而 此 时 的 划分 就 称 为 模糊 c- 划 分 . 


定义 7-1 设 忆 = (ш, ш, се, ы}, ше Ima хр, се, 
хы}, — c x n ЯЕ 
A, ап G сс аһ 
A= A, а qx 92, 
А, Ча ба 7 Ga 
若 满 足 


(1) у}, Xa, = 1( 表 示 每 个 лат С-В ЗЧ л, ЕЕ 
总 和 为 1); 
(2) Y40 < ўа, < ЖА ЖЕРЕ ОО). 
则 4 称 为 忌 的 模糊 УНР в 
M, = {А А = (06) є ыа, е [0,1] 
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Ў а =1,0 < Ya < п] 
Mr 称 为 也 的 类 软 分 类 空间 . 


显然 MC Mj. 
ЖОЮ M. 和 A 定义 中 的 条 件 


0 < Уа, < n( Vi) 
放宽 为 
0 去 Ў а «(УВ 


则 这 样 的 分 类 空间 分 别称 为 退化 的 硬 分 类 空间 和 退化 的 软 分 类 空 
8. 分 别 记 为 Wo 和 Wu， 显然 HEHu. 

从 空间 м, 或 We 中 如 何 选取 “最 佳 ”划分 呢 ? 对 于 硬 分 类 
的 情况 ， 若 试图 将 ”个 数据 样本 分 为 类 且 每 类 不 空 ， 则 存在 有 
M 个 可 能 的 分 类 结果 : 

ие“ 

Мп =25, c=10 时 ， 大 约 有 10" 种 不 同 的 分 类 结果 ， 

对 于 模糊 分 类 的 情况 ， 则 存在 无 限 多 个 分 类 结果 . 

我 们 希望 在 众多 可 能 的 分 类 中 寻求 合理 的 分 类 结果 ， 为 此 ， 
要 确立 合理 的 聚 类 准则 . 


7.4.2 目标 函数 聚 类 法 和 硬 c- 均 值 算法 
在 目标 函数 法 中 ， 目 标 函 数 是 对 给 定 。 的 所 有 候选 类 进行 度 
量 ， 最 优 的 类 就 是 使 月 标 函数 达到 局 部 最 小 值 的 类 ， 对 于 硬 分 类 
情形 ， 通 常 所 选取 的 目标 函数 是 总 体 组 内 误差 平方 和 ， 其 定义 为 
J(A.V) = Y Уа-а . 
这 里 我 们 将 每 类 А, 中 元 素 各 特征 分 别 取 平 均值 ， 所 得 的 聚 
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类 中 心 向 量 记 为 ， 也 称 为 A, О. IB A, 类 中 元 素 个 
Же = Уол Злин У, ори, ЕН 


记 
А тп 00 Dim 
у= |- Do 92 am 
be а а Vom 
УЖЫ ЖЖ Ü EBE. 


Яшел, и, 到 聚 类 中 心 的 距离 为 


= аса = |Y вы)" 
Á, 中 会 体 元 素 到 中 心 胜 离 平 方 和 为 


y в%(4,)° 
而 了 中 所 有 元 素 到 其 所 在 类 中 心 距 离 平方 和 为 


J(A,V) = Y Уа) = y Y ЕСЕ 


可 见 最 理想 的 c- 划 分 显然 是 使 了 《4，P) 取 极 小 的 4 寻找 
使 (A, V) 最 小 的 4 并 不 容易 ， 这 是 因为 М, 的 容量 虽 有 限 但 
非常 天， 最 常见 的 方法 是 下 面 的 硬 c- 均 值 算法 . 

BE -均值 算法 : 
步骤 1 假设 给 出 5 个 数据 点 0U= uuu | ИН и; = (za, 
хр) ЄК". ЖЕ о (2 和 esn) ， 并 初始 化 400 ємМ,. 
步骤 2 当 迭 代 次 数 为 (1 =0，1，2，…) иф, ЖЖЖ. 
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向 量 


Ж (а) =40 i=1, 2, e с 
ЖЕЗ 用 下 式 将 4 更 新 为 44* = (д) 


DN = mi Ф 
| Па = юшш([шщ-И°[) 


0 其 他 
步骤 4 比较 4 和 4 ”, ЖАР -АФ | се. (в 是 一 个 非 
常 小 的 常数 ) ， 则 停止 算法 ; 

Ж, ©1=1+1, ЖЕР2. 

硬 c- 均 值 算 法 直观 上 看 十 分 合理 : 猜想 < 的 硬 分 类 (步骤 
1) ， 导 找 各 分 类 的 中 心 (步骤 2) ， 重 新 分 配 类 的 隶属 度 以 减少 
数据 和 当前 中 心 的 误差 平方 (步骤 3) ， 当 循环 不 再 能 显著 地 降 
f&J (A, V) 时 ,停止 算法 ( 步 又 4). 

Эр, üu S R 中 的 15 个 点 ， 如 图 7-3 所 示 ， 这 些 点 
МЖД, ЖЕ ДВК, а, 到 о, 构成 左 起 ，w 到 
ws 构成 右 起 ，us 将 两 起 连接 . 


им) > 
a; = 


#5 
a $ 
ып 
.“ . 
k # # # P Pp 
Pa Cn 
HL чә 
° l £ + 
图 7-3 ”蝴蝶 救 据 


当 c=2 时 , В 
a et 
00000111111111411 
В ec- 均值 算法 终止 于 !=3， 且 有 
ло ле (11111 тоооооооо 
0000000111 11 111111 
АЗЕ а, 到 岂可 划分 为 一 类 4 ， 余 下 的 us 到 us 可 划 
分 为 另 一 类 4,， 需 要 注意 的 是 ， 由 于 us ИТА, 或 4,， 这 
使 得 4 БА, 不 能 关于 ua 对 称 ， 所 以 这 种 非 对称 的 分 类 不 具有 
直观 性 ， 解 决 这 个 问题 的 一 个 办 法 就 是 使 用 下 面 介绍 的 模糊 c- 均 
值 算法 . 


7.4.3 ”模糊 c- 均 值 算法 
类 似 于 硬 分 类 的 情况 ， 我 们 定义 是 标 函 数 
„аю = У 5, (а) lu 51° 


其 中 r=1 是 一 个 加 权 指 数 . 
模糊 -均值 算法 的 目标 在 于 找到 4 = (ay) sa 和，"= 
(n, b, =, 5) Сое"), 848 Л, (А, V) 最 小 . 
下 面 ， 首 先 建立 这 个 最 小 化 问题 的 必要 条 件 ， 然 后 根据 此 条 
件 提出 模糊 -均值 算 法 

定理 <U = {шщ и, ищу = (ад арх.) е R" 3 
一 给 定数 据 集 . 设 定 c e 12,3,…,n - 11 和 r e (1, ) ,假设 对 所 
有 1 Een 和 1 isc 有 -vl 0. 


ЛИ Ма-а» 1=<i=c,1=j=n (7.5) 
У ( u — tb үй 
Йй lu sl 
У (а, 

和 v= 21 ; 1<i=<c (7.6) 
Уу (м : 
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时 , A= (а) ЖУ= (m, в, …, ъ) ХЕХ, (А, V) 的 局 
部 最 小 值 . 
ЕЯ ЖйЕҖ (7.5) 成 立 . 


假设 v 不 变 ， 则 问题 变 为 在 约束 条 件 Yu =I F,J,(A,V) 
关于 а, 的 最 小 化 问题 . Л НВ, Жаа 
下 面 函数 最 小 化 问题 . 


L(A,A) = Y Ya Ju -ul - Уд Уо, -1) 


(7.7) 
本 问题 的 必要 条 件 为 
gA) ау" ршщ -ul -Nl =0 (7.8) 
МАЛ) т 
PY "Pa 1=0 (7.9) 


由 式 (7.8) 可 得 : 


а = (— J) (7.10) 


rw -ol 
将 式 (7.10) КАЖ (7.9) 得 
(2 = 一 一 一 一 (AD) 
r 1 = 
(тузт! 
再 将 式 (7. 11) ЮЛА (7.10) 得 所 证 式 (7.5) 成 立 ， 即 
_ 1 


а, = 一 - - = laige 
S (lu, - s |Y 
Жети) 
为 证 明 式 7.6) 成 立 ,假设 m 不 变 ， 册 问题 变 为 无 约束 最 
小 化 问题 ， 其 必要 条 件 是 
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КЕЗЕ 


2040) =- 204) 4 -a) =0 
У (а) 

于 是 = 一 一 一 ， ise 
У’ 


即 式 (7.6) 成 立 . 

模糊 -均值 算法 是 建立 在 必要 条 件 式 (7.5). (7.6) МЕ 
础 上 的 .模糊 -均值 算法 步骤 如 下 : 

(Т) АЕ Ищи, и, ош = (хаух, ) е 
В". Е сє 12,3, п-1| Я ге (1, + ® ). МЕА єМ,. 

(2) 当选 代 次 数 为 ! (1=0, 1,2, -) 时 ， 计 算 聚 类 中 心 
向 量 


У (а), 
== 


„® L ， ї=їєс (7.12) 
Ў (ау 
(3) 用 下 式 将 44 = (al) 更 新 为 
дб? = [499] 
аб» -一 一 一 一 一 一 ， 1&ї=с, 1=ў=п 
s (lu -= ү 
х Па 5 п 
(7.13) 


(4) ДА-А | <г (е 是 一 个 非常 小 的 常数 ) 则 停 
止 算法 ; 否则 令 1=1+1， 返回 步骤 2. 

此 算法 也 称 为 模糊 ISODATA 方法 . 

ЛИЗ, ЖОГ ОК ии, НАЛ ЗЕ А ВУ, 
遇 到 只 有 一 个 样本 的 类 ， 要 在 聚 类 前 先 排除 ， 待 聚 类 后 再 加 上 该 
类 ， 而 参数 "一般 常 取 >=2. 
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7.4.4 模糊 划分 清晰 化 


在 实际 问题 中 ， 最 后 的 分 类 结果 都 要 求 是 明确 的 ， 因此， 在 
使 用 模糊 -划分 分 类 后 ， 都 必须 将 模糊 划分 清晰 化 ， 可 用 下 述 方 
方法 1 уцше, 4 
lu -vl = mia [u - | 
Е и, АЛ. Ж. 
方法 2 Уер, 车 


а, = шаха, 
# чае Š 


ЛИ u; НАЛ А, 28. 
下 面 将 此 算法 应 用 于 蝴蝶 数据 - 
И = щи, us| 为 图 7-3 所 示 峭 蝶 数 据 ， 取 c=2, r= 
1.25, 2=0.01, Н 
дө = í. 854 0.146 0.854 0.854 …… 0. WI 
0.146 0.854 0.146 0.146 з 0.146 
由 模糊 -均值 算法 终止 于 1=5， 其 a ЖИ 7-4 所 示 ， 
可 以 看 到 ， 左 翅 与 右 趣 的 数据 得 到 了 很 好 的 划分 ， 其 中 u, 
几乎 以 同一 程度 属于 这 两 类 ， 这 很 具有 直观 吸引 力 - 


2x15 


РА $ 
4 
69 
РЯ 4 
* ° 
фе в б а Фф ш д 
1 1 09 047 шо о 
щ ‚ню 
` 0 
щ эз 
999 1 + 5—00 


图 7-4 采用 模糊 НИЖНИЕ 
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由 此 可 知 ， 模 糊 c- 均 信 聚 类 的 优点 是 不 但 能 明确 指出 每 一 类 
的 中 心 ， 同 时 还 能 指明 类 的 外 围 ， 不 同类 之 间 的 衔接 和 离散 的 情 
я. 
在 具体 应 用 时 ， 可 把 此 方法 与 基于 模糊 等 价 关 系 的 聚 类 分 析 
方法 混合 使 用 ， 先 在 后 者 的 基础 上 ， 选 择 一 最 佳 分 类 ， 以 对 应 的 
分 类 作为 初始 分 类 秆 阵 的 参考 值 ， 然 后 再 用 ISODATA 方法 加 以 
修正 . . 
例 73 模糊 ISODATA 聚 类 算法 的 应 用 (参见 文献 [ 14] ) : 


某 地 有 一 批 超 基 性 岩 的 样品 ， 经 光谱 分 析 得 到 与 矿物 有 关 的 
某 些 元 素 〈 指 标 ) ， 其 数据 见 表 7-3， 问 这 些 样品 应 分 为 几 类 . 
表 7-3 起 基 性 岩 各 元 素 含量 数据 
样品 着 性 特征 жай 
编号 Ni Co Cu Cr S Аз 
1 蛇 纹 岩 1903 273 100 | 1178 | 8163 4 
下 | 4 组 矿 化 蛇 纹 兰 | 2328 79 6 | 3175 586 14 
H | 无 矿 化 蛇 纹 岩 | 7“ 26 1 ва 425 3 
N ЖШН | 2782 273 150 | 2400 | 8234 x 
V [вача | 1775 94 13 | 3140 54 1 
М | жж 104 44 6 | 2093 104 4 
表 中 所 列 元 素 在 岩石 中 ， 一 般 遵 从 对 数 正 态 分 布 ， 因 此 ， 要 
将 原始 数据 变换 为 对 数值 . 
先 用 “基于 模糊 等 价 关系 的 传递 闭 包 法 ”对 样品 进行 初步 


分 类 ， 在 0.367 <À <0.4 的 水 平 上 ,样品 被 分 为 两 类 ! H. H, 
V,VI] ,1 1 ,| .参考 这 个 分 类 的 结果 取 初 值 分 类 矩阵 为 
д9 “(1 0.9 0.9 0.1 0.9 оз) 
09 01 01 0.9 01 0.1 
其 中 行 表示 分 类 ， 列 表示 样品 . 
然后 以 4@ 作为 初始 分 类 ,在 c=2 时 , 取 r=2,e =0.001, 
| ~ || 为 Euclid 范 数 . 反复 利用 计算 公式 (7. 12) 和 (7. 13), ЖТ 
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修改 初始 分 类 ,最 后 算出 在 0. 367 <À <0. 42 上 的 最 优 分 类 和 矩阵 
А с [9:938 0.858 0.937 0.475 0.928 оз) 
0.962 0. 142 0.063 0.525 0.072 0.017 
聚 类 中 心 
v = (2289 1.862 0.757 3.307 2.364 вт) 
5.581 2.423 2.162 3.149 3.880 0.825 
根据 最 优 分 类 系 阵 及 最 大 隶属 度 原则 ， 最 终 分 类 为 | 卫 ， 
Ш, У, М}, 11, N]. ЖАКЫ), IB 5 
们 提供 了 较 多 的 信息 ， 指 明 第 四 号 基 岩 是 介 于 第 一 类 与 第 二 类 之 
间 ， 略 接近 于 第 二 类 ， 这 与 实际 资料 的 结果 相符 合 . 

例 7-4 应 用 模糊 聚 类 分 析 对 地 下 水 位 动态 分 类 (参见 文献 
[15]). 

为 研究 西安 市 某 河 水 对 地 下 水 源 的 影响 ，1989 年 9 月 至 
1990 年 12 月 对 该 河流 附近 的 15 个 观察 点 进行 了 水 位 测试 ， 经 
统计 得 到 240 个 数据 ， 最 后 整理 为 180 个 数据 ( 见 表 7-4). 问 
这 15 个 观测 点 应 分 为 几 类 . 


№74 西安 市 部 分 地 区 地 下 水 位 数据 
69. 05 |69. 05 | 69. 11 169. 17 |69. 30 | 69. 29 |69. 32 |68. 98 |69. 22 169. 33 |69. 34 |69. 29 
71.47 | 71. 30 171.32 |71. 28 |71. 42 |71. 44 |71. 43 |71. 11 |71. 61 |71. 75 |71. 38 [71.92 
72. 63 |72. 59 |72. 56 |72. 38 |72. 55 |72. 38 |72. 41 | 72. 11 |72. 58 | 72. 63 |72. 64 |72. 62 
71. 10171. 56 |71. 63 |71 34 |71. 58 |71. 65 |71. 57 |71. 30 [71.60 |71. 70171. 79 |71. 69 
72. 24 |72. 33 |72. 27 |72. 24 72.31 | 72. 32 |72. 49 |72. 32 |72. 46 |72. 54 |72. 55 |72.47 
72, 54 |72. 45 |72. 50 172. 52 | 72. 52 |72. 49 |72. 50 172. 23 |72, 46 172. 62172. 62172. 62 
73, 43 73.43 | 73. 42 |73. 25 |73. 30 |73. 33 | 73. 29 |73. 29 |73, 33 |73. 35 |73. 36 |73, 40 
67.89 168.01 |68, 01 |64. 88 |67. 90 | 67.75 |67. 56 |67. 33 |67. 74 |67. 76 |67. 76 |67. 68 
66. 20166. 24 | 66. 26 |66. 21 | 66.28 |66. 37 |66. 46 |66. 15 | 66. 33 |66. 40166. 38 |66. 31 
66. 23 |66. 27 |66. 30 |66. 28 | 66. 41 | 66. 40 |66. 58 | 66. 19 |66. 48 166. 51 |66. 47 |66. 35 
71. 24 | 71.44 | 71.44 171.24 |71. 33 |71. 20 |71. 18 |70. 91 |71, 03 171. 25 |71. 24[71. 13 
69. 02 |68. 95 |68. 96 | 69. 09 |69. 68 | 69. 89 | 69. 86 | 69. 73 | 69, 58 |69. 30 |69. 27 |69. 18 
68.87 | 68. 94 |69. 21 | 69. 37 | 69. 68 | 69. 35 | 69. 62 | 69. 67 |69. 52 |69. 42 |69. 30 |69. 11 
68. 87 68. 99 169. 32 |69. 47 | 69. 64 | 69, 37 |69. 61 | 69. 47 | 69. 70 | 69, 46169. 25 |68. 97 


72. 34] 72.41 |72. 79 |72. 94 |73. 17 |72. 52 |73, 08 |72. 88 |73. 21 |72. 94 |72, 68 |72. 40 
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表 7-4 中 每 一 行 的 数据 为 同一 观测 点 的 水 位 变化 ， 每 一 列 为 
各 观测 点 在 同一 时 间 上 的 水 位 数据 - 

尽管 影响 地 下 水 位 动态 的 因素 是 错综复杂 的 ， 但 最 终 总 是 表 
现在 地 下 水 位 随时 间 的 变化 这 一 自然 过 程 上 ， 因 此 可 将 待 分 类 的 
各 观测 点 水 位 在 同一 时 间 序列 上 的 值 作 为 分 类 信息 . 

Вщ, ш, се, us ВЕ 15 个 观察 点 ， 组 成 论 域 U = 
ju ，wz，"…，Ws| ， 而 把 各 观测 点 的 水 位 数据 分 别 当 作 各 观测 
点 水 位 变化 的 特征 ， 即 一 = (ж, яр, се, лд). 

先 用 绝对 值 减 数 法 标定 ， 得 相似 矩阵 尽 = (ау) в.в, ЖЖ 
其 传递 闭 包 1:(R); 然后 用 传递 闭 包 法 初步 硬 分 类 ， 且 用 F- 统 计 
量 确 定 最 佳 分 类 数 c 及 相应 的 分 类 ， 去 掉 单元 素 类 ， 置 初始 分 类 
ей 


A) = (a) 


аха 


其 中 


58| 


Ье (0,1) 为 一 适当 常数 ,gq = c -P(p 为 单元 素 类 的 个 数 ) ;最 后 应 
用 模糊 ISODATA 算法 进一步 软 分 类 , 并 进行 模糊 划分 清晰 化 , 便 
可 得 到 最 终 分 类 : из ,us ‚ш, ‚и, ошау, [Мора ии |, Ри шо оз 
ual,lus,uol. lu l. 其 合理 性 ,由 实际 情况 得 到 了 证 实 , 另 外 上 
述 全 部 过 程 均 可 由 计算 机 来 完成 . 

值得 指出 的 是 ,初始 值 4” 的 选择 影响 收敛 快慢 和 最 终 分 类 的 
效果 ,另外 类 数 e 及 参数 > 的 改变 对 效果 也 有 较 大 的 影响 ,二 般 的 , 当 
r 减 小 赵 近 1 时 ,最终 分 类 有 较 小 的 模糊 性 , 当 r > 2 且 逐 渐 增 大 时 ， 
最 终 分 类 的 模糊 性 增 大 . 因此 采取 折衷 方案 取 = 2 较 适 宜 . 


у 题 了 


1 ВЯ R eZ(UxU), U= (ш, ш, ш, ші, 
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1 04 0.2 0.8 
0,4 1 07 03 
0.2 07 1 0.5 
9.8 0.3 0.5 1 


R= 


Ж: (к), ЧЕЖЕ. 
2. 根据 某 地 区 1972 ~ 1978 АЕК 0 i Е, Нин 
做 矩 阵 如 下 【〔 对 称 部 分 赂 )， 
тои 0.69 0.35 0.39 0.45 0.79\72 
1 0.15 0.81 0.66 0.52 0.01 |73 
1 0.23 0.52 0.35 0.79 |74 


R= 1 0.38 0.65 0.27 |75 
1 0.44 0.36 176 

1 0.35 |77 

1 2778 


7 3 74 75 7 7 т 


试用 直接 聚 类 方法 按 病 害 程度 对 此 7 年 进行 分 类 (HOA =0. 66). 
3. 某 地 历史 上 虫害 情况 分 为 (®), W (r), H (8) 三 类 , £ 
年 的 测报 资料 为 N， 其 相似 矩阵 为 
1 1 
к-|9% 1 I 
0.16 055 1 Ш 
0.59 0.41 0.26 1 
I I H N 
问 今年 虫害 程度 如 何 〔〈 取 A =0.59). 
4. 设 有 四 种 产品 ， 给 定 它们 的 指标 如 下 : 
ш = (37, 38, 12, 16, 13, 12}, и, = (69, 73, 74, 22, 64, 17) 
и, = (73. 86, 49, 27, 68, 39), u = (57, 58, 64, 84, 63, 28) 
试用 最 大 最 小 法 建立 相似 和 矩阵， 并 用 传递 闭 包 法 ， 最 大 树 法 及 编 网 法 进行 
模糊 分 类 
5. WRU= м, mo сз, 66|, 其 中 
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x = (1,9,2) ,x = (3,5,5) ,x, = (7,7,5), 

ж, = (7.5,6,7.2),х, = (6,4,2), = (3,8,5). 
ВЖЕ НИЕ. РЛС НЕ ДЕТН (ил = 
0.87). 

6. 将 模糊 -均值 算法 应 用 于 蝴蝶 数据 ， 取 = =3，r=1.25，e=0.01， 

04 04 04 04 04 04 04 08 06 06 06 06 06 06 04 

"| оз 03 03 03 03 03 01 02 02 02 02 02 02 05 

0.3 03 03 03 03 03 03 01 02 02 02 02 02 02 01 


斌 确定 分 类 结果 . 
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第 8 章 模糊 模式 识别 


模糊 模式 识别 是 模糊 集合 论 应 用 的 重要 方面 之 一 ， 它 的 主要 
任务 是 让 机 器 能 模拟 人 的 思维 方面 ， 对 带 有 模糊 性 的 客观 事物 进 
жж. 

本 章 首先 介绍 模式 识别 的 概念 ， 然 后 介绍 识别 方法 ， 并 举 几 
个 应 用 实例 . 


8.1 模式 识别 概述 


模式 一 词 是 由 英文 pattem 翻译 而 来 的 ， 按 英文 原意 ， 它 有 
典范 、 式 样 、 图 像 和 格局 等 意义 ， 在 不 同 的 场合 有 不 同 的 含义 ， 
例如 ， 讨 论 图 形 时， 图 形 的 模式 即 指标 准 的 图 形 ;讨论 产品 时 ， 
产品 的 模式 即 指 样品 ; 在 数学 上 则 把 没有 适当 数学 描述 的 信息 结 
构 (或 信号 结构 ) 称 为 模式 . 

所 谓 模式 识别 ,简单 地 说 ,就 是 指 把 要 辨别 的 对 象 ,通过 与 已 知 
的 模式 比较 ,确定 它 与 哪个 模式 类 同 的 过 程 .模式 识别 的 用 途 很 广 
泛 ,在 工业 ,农业 日 常生 活 以 及 其 它 领域 都 经 常用 到 它 . 例如 我 们 
接 到 一 位 朋友 的 来 信 , 看 信 的 过 程 就 是 一 个 包含 了 模式 识别 的 过 
程 ,为 什么 呢 ? 因为 信 中 手写 的 汉字 与 标准 印刷 体 的 汉字 是 有 区 别 
的 ,同一 汉字 由 不 同 的 人 写 , 其 大 小 ,形体 是 不 同 的 ,一 波 三 折 , 干 次 
百 态 .尽管 如 此 ,但 这 些 汉字 与 它们 的 印刷 体 都 有 一 定 程度 的 类 同 ， 
而 与 其 他 汉字 则 有 较 大 的 区 别 . 我们 看 信 的 过 程 ,实质 上 是 判断 手 
写 的 汉字 与 哪 一 个 标准 汉字 类 同 的 过 程 ,所 以 我 们 说 此 过 程 是 一 个 
模式 识别 的 过 程 . 又 如 医生 看 病 时 ,要 根据 病人 的 体温 , 血 象 以 及 有 
关 的 症状 ,判断 病人 串 的 是 什么 病 ,才能 对 症 下 药 . 每 一 种 典型 的 病 
都 是 一 个 模式 ,因此 医生 确诊 病情 的 过 程 也 是 一 个 模式 识别 的 过 
程 .再 如 ,在 确定 工具 钢 的 碳化 物 不 均匀 性 的 等 级 时 ,要 与 标准 图 谱 
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进行 对 照 , 也 要 用 到 模式 识别 . 

模式 识别 系统 通常 由 以 下 四 部 分 组 成 : 

《1) 传感器 部 分 : 其 作用 是 将 模式 转变 为 电信 和 号; 

《2) 前 处 理 部 分 : 其 作用 是 将 传感器 中 的 杂音 消除 ， 并 且 
对 信和 号 进行 “正规 化 ”处 理 ; 

(3) 特征 提取 部 分 : 其 作用 是 从 信号 中 提取 一 些 反 映 其 特 
征 的 测 基 值 供 识别 用 ; 

(4) 识别 判断 部 分 : 其 作用 是 根据 提取 的 特征 ， 按 某 种 归 
类 原则 对 输入 的 模式 进行 判决 ， 并 指出 它 归于 哪 一 类 . 

上 述 各 部 分 可 用 框图 表示 ( 狗 图 8-1) ,其 中 特征 提取 很 重 
要 ， 要 提取 那些 本 质 的 东西 ， 而 略 去 非 本 质 的 东西 ， 例 如 让 机 器 
识别 一 个 人 是 否 “ 胖 "? 就 要 对 人 进行 特征 提取 ， 人 的 特征 很 
多 ， 诸 如 民族 、 籍 贯 、 年 龄 、 身 高 、 体 重 、 性 格 等 等 ， 但 对 于 
“ 胖 ” 来 说 ， 最 重要 的 是 身高 和 体重 ， 其 余 的 特征 可 赂 去 ， 识 别 
判断 部 分 是 整个 系统 的 “大 脑 "， 是 核心 和 关键 ， 对 最 后 的 结果 
举足轻重 ， 直 接 影 响 归 类 的 效果 .我们 主要 讨论 这 部 分 的 内 容 ， 


即 介绍 识别 的 方法 . 
к | 
Та. 


模式 识别 系统 


шш 
Жан 
Е] 
ЖЕНЕ 


з 


图 8-1 模式 识别 系统 框图 


模式 识别 通常 采用 统计 方法 ,语言 方 法 和 模糊 模式 识别 方 
法 ， 在 这 里 仅 介绍 模糊 模式 识别 方法 - 


8.2 ”模糊 模式 识别 


模糊 模式 识别 方法 有 直接 识别 方法 和 间接 识别 方法 两 种 . 
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8.2.1 模式 识别 的 直接 方法 


8.2.1.1 最 大 隶属 原则 

对 事物 进行 直接 识别 时 ， 所 依据 的 是 最 大 隶属 原则 . 

最 大 隶属 原则 де) (i=1, 2, …, n), ue U, 
著 3je 11,2, 0, п}, 88 

Аш) = max( А (ш), АС), А,(щ)) 

则 认为 шо 相对 隶属 于 4,， 即 元 素 u 应 归于 模式 А. 

这 种 直接 由 计算 元 家 的 从 属 西数 信 来 判别 具体 对 象 归属 的 方 
法 ， 就 称 为 模糊 模式 识别 的 直接 方法 ， 这 种 方法 适合 处 理 具有 如 
下 特点 的 问题 : 

(1) 用 作 比 较 的 模式 是 模糊 的 ; 

(2) 被 识别 的 对 象 本 身 是 确定 的 . 

直接 识别 方法 是 模拟 人 脑 处 理 问题 的 思维 过 程 而 构造 的 一 种 
数学 模型 ， 它 的 形式 和 归 类 方法 虽然 很 简单 ， 但 确 能 有 效 地 处 理 
许多 问题 . 

例 8-1 通货 膨胀 识别 : 

ИХ, = |x1 se X, xz>01， 它 表示 价格 指数 集 ， 对 
хеХ,, z 表示 物价 上 涨 *%， 通 货 膨胀 状态 可 分 成 五 个 类 型 ; 
通货 稳定 ， 轻 度 通货 膨胀 ， 中 度 通 货 膨胀 ， 重 度 通货 脱 胀 和 恶性 
通货 膨胀 ， 这 五 个 类 型 依次 用 六 ,上 的 模糊 集 А. А. Д. 
Да. Д, 表示 ， 根 据 统计 资料 分 别 取 它 的 隶属 函数 为 


В 0=<x=<5 
A.G) 4 а 
ея х>5 
А00) Де 


4,09) Ае ®” 
A.G) Де? 
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ааа 
с", _  б=х<50 


400 4 ， «>50 
Я: =8, х, =40， 相 对 隶属 于 哪 种 类 型 ? 
Ж 4008) =0.3679, A,(8) =0. 8521, 4,(8) =0.0529， 
A.(8) =0.003, 4,(8) ^0; 4, (40) А0, 
А,(40) А0, 4,(40) =0.0003, А,(40) =0. 1299, 
д: (40) =0. 6412. 
其 中 记号 А 0 表示 数值 非常 非常 小 . 

由 最 大 隶属 原则 ，x, = 8 应 相对 隶属 于 А. ИМЕ 
率 8% ， 应 视 为 轻 度 通货 膨 张 ; x, =40 相对 隶属 于 4 ， 即 应 视 
为 恶性 通货 膨胀 . 

8.2.1.2 МАМ 

在 直接 识别 时 ， 还 可 依据 立 值 原则 来 识别 . 

MOBI Яд, е Z(U)( = 1,2,…,n) ,对 we U, 取 定 
水 平 a [0,1] ,车 存在 ,i… i Ë А „(шщ) жа(} = 1,2,…， 
Ю.Б, 相对 隶属 于 А д пе. Ж 

V 4,003) <a 


则 判决 为 : 不 能 识别 ， 此 时 查找 原因 另 作 分 析 . 

该 方法 也 可 对 u 与 某 一 个 标准 模型 А, 进行 识别 . ШЖ 
А,(щ,) > а, МИА и 相对 地 隶属 于 А, Аш) < а, ДНА 
为 w 相对 地 不 隶属 于 4 ，- 

在 例 8-1 中 ， 如 取水 平 a = 0.6, 按 照 阐 值 原则 , 4:(xi) = 
0. 8521 > а,х 相对 隶属 于 4: ,应 视 为 轻 度 通 货 膨胀 ; А„(х„) = 
0. 6412 > а,х, 相对 隶属 于 А, ,应 视 为 恶性 通货 膨胀 . 


8.2.2 模式 识别 的 向 接 方法 


在 上 面 介绍 的 直接 识别 方法 中 ， 所 要 识别 的 对 象 是 单个 情 
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况 , 但 在 现实 生活 中 ， 有 时 要 识别 的 对 象 并 不 是 单个 确定 的 元 
素 ， 而 是 论 域 上 的 子 集 或 模糊 集 ， 这 时 ， 直 接 识别 方法 便 失 去 效 
用 ， 为 此 ， 下 面 介绍 模式 识别 的 间接 方法 ， 首 先 介 绍 间接 方法 所 
依据 的 择 近 原则 . 
择 近 原则 I 了 设 Д, =9(0)(1=1,2, п) Ж B < Z 
(U),# 3je 11,2,…,ni ,使 
Ю(В,А,) = max|D( 8, A). D( B, A.)1 
则 认为 В 与 А, 最 贴近 ， 而 应 把 B 归 入 模式 А. 
0182 ИЖЕР, 1. П. Ш. у. 
又 及 待 识别 的 茶叶 模型 ， 确 定 4 的 型 号 . 
解 ” 取 反映 茶叶 质量 的 因素 为 论 域 U, 
И = | 条 索 ,色泽 , 兆 度 , 汤 色 , 香 气 ,滋味 } 
假定 UV. 上 的 模糊 集 为 : 
I =(0.5, 0.4, 0.3, 0,6, 0.5, 0.4) 
=(0.3, 0.2, 0.2, 0.1, 0.2, 0.2) 


# = 


=(0.2, 0.2, 0.2, 0.1, 0.1, 0.2) 


t= 


=(0, 0.1, 0.2, 0.1, 0.1, 0.1) 
=(0, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1) 


i < 


=(0.4, 0.2, 0.1, 0.4, 0.5, 0.6) 
利用 格 贴近 度 公式 计算 可 得 : 

D(4, 1) = 0.5; 2,04, H) = 0.3; 20,04, Ш) = 
0.2; 0,04, М) =0.1;р,(4, У) =0.1; 

按 择 近 原 则 ， 可 以 确定 À 为 Д 型 茶叶 . 


83 ”多 元 模糊 模式 识别 


现实 问题 中 ， 有 的 事物 具有 多 种 特征 ， 若 仅 依照 某 一 种 特性 
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来 识别 ， 显 然 并 非 十 分 合理 ， 通 常 需 同时 考察 几 种 特性 ， 此 时 就 
要 用 到 择 近 原 则 工 . 

择 近 原则 卫 ” 设 有 模式 А, є 700) (i = 1,2,…,n) 每 个 模 
式 由 m 个 特性 来 描述 ,分 别 用 x ,x ,… ,x。 来 表示 . 于 是 有 nn xm 个 
表示 模式 不 同 特性 的 模糊 集 А, в F(Z)(i = 1,2,…,n;j = 1, 
2,…,mm) ,又 设 待 识别 的 对 象 В < “(Шу 的 峻 个 特性 模糊 集 为 
В, = Z(X)( =1,2,---,т). 对 Vie 11.2... ,nl , 求 出 

Š, =min{ D( B,, 4a), D( B,, 42), 7", D( B,, 4ы)| 


车 S, =max13，S ,5,| 
则 认为 待 识 对 象 最 贴近 第 ia 个 模式 ， 即 应 归于 第 已 类 

应 用 择 近 原则 下 对 事物 进行 识别 ， 就 称 为 多 元 模糊 模式 识 
别 ， 此 方法 适用 于 具有 多 个 特性 事物 的 识别 问题 
983 ”小麦 亲本 识别 (参见 文献 [16]) ; 
以 每 株 小 次 作为 讨 沦 对 象 "， 其 全 体 构成 论 域 5， 而 对 每 株 
小 麦 同时 考察 五 个 特性 : ЗЕНОН, Ж. ЖШ, НОВИК, 
ИЖ, ЖИЛ, n, n, ж, w 表示 ， 现 有 五 种 小 麦 亲本 类 
型 : 早熟 型 ， 矮 杆 型 ， 大 粒 型 ， 高 肥 直 产 型 ， 中 肥 丰 产 型 ， 由 统 
计 知识 可 知 ， 每 类 素 本 在 各 特性 上 的 表现 均 是 正 态 模糊 集 ， 用 
4 ;表示 第 ;类 末 本 的 第 1 种 特性 对 应 的 模糊 集 ， 其 素 属 函 数 一 
般 采 用 中 间 型 的 正 态 模糊 分 布 ， 


2 
|), x < a; 

с; 
А) = 1 а, < x; < b, 
Е -ea 5 >b 


个 别 模糊 集 可 采用 偏 小 型 正 态 模糊 分 布 【 如 早熟 在 抽穗 期 上 的 
表现 А’, ЖЕНЯ ЕЕ А„): 
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A.G) = G = 1.2) 


ех 二 (x 
= 

上 面 各 式 中 的 参数 a;，5,，0y 可 由 统计 方法 确定 ， 具 体 值 
见 表 8-1. 


#31 小 麦 表 本 识别 参数 值 


亲本 早 Ж ж Е 大 粒 
性 状 wy 
ай | — | 67 [11 | 5.5 [96 | ro | зв |119|12 
株 高 67.1 | 87.7 | 50.0 一 70.0 | 72.4 | 67.9 | 90.9 | 52.2 


亲本 高 肥 丰 产 中 有 取 丰 产 
性 状 а Д Ф% 9% bs ау 
抽 称 期 5.2 11.3 0.9 5.1 8.9 12 
ж 高 67.9 81.2 35.9 76.5 84.6 57.5 
ЖЖ | 98 13.2 11.3 7.2 13.2 5.8 
жей | 412 51.0 H3.3 37.6 48.3 93.9 
百 粒 重 3.6 4.2 0.3 3.3 4.0 0.2 


待 识别 亲本 记 为 В e 9 (UV) ， 其 对 应 于 第 j 种 特性 的 模糊 
集 记 为 Be.F (和)， 它 的 隶属 函数 规定 为 


- (x; — a,)? 
e |], x, < a, 
B,(x;) = 1 а < x, < b, 
КЕ -ee > 
计算 4,5 В, 的 贴近 度 D, (В,, А„) 〈 也 可 采用 别 的 贴近 


BE), 求 出 
. 180. 


$: -À Dl A;, В) 
最 后 按 择 近 原则 五 ， 即 可 判断 B 与 哪 种 亲本 最 贴近 - 
如 果 考 虑 到 五 种 特性 在 判断 亲本 类 型 中 所 起 的 作用 不 同 ， 可 
以 对 它们 加 权 ， 即 可 定义 


s = УВ, hy, В) 


其 中 Уа =1, а є [0,1] 
说 明 : 在 实际 应 用 中 ， 为 使 计算 方便 ， 往 往 把 服从 正 态 分 布 

的 模糊 变量 的 隶属 函数 А (s) = е “©” 近似 取 作 
1- (x -下 


ас -| © 


їх-хЇ=<б 


0 , lx- xl > 8 

在 应 用 模糊 识别 方法 对 实际 问题 进行 识别 时 ， 一 般 有 如 下 几 
ТЕЖ: 

(1) 根据 经 验 〈 或 资料 ) 选取 研究 对 象 的 标准 模式 ; 

(2) 选取 能 描述 研究 对 象 特性 的 特征 量 的 个 数 及 其 量 值 ; 

(3) 确定 标准 模式 的 特征 量 模糊 子 集 的 隶属 函数 ; 

(4) 确定 待 识 别 对 象 的 特征 量 模糊 子 集 的 求 属 函 数 ; 

(5) 定义 贴近 度 ， 并 计算 待 判 对 象 与 已 知 模式 特征 量 的 模 
糊 子 集 之 间 的 贴近 度 ; 

(6) 利用 择 近 原则 将 待 判 对 象 归 类 . 


8.4 ”模糊 模式 识别 应 用 举例 


本 节选 择 若 干 实例 ， 供 读者 处 理 实际 问题 时 参考 . 
例 8- 4 三 角形 识别 . 
在 机 器 自动 识别 染色 体 或 白血球 分 类 等 课题 中 ， 常 把 问题 归 
结 为 几何 图 形 的 识别 ， 而 几何 图 形 又 常常 划分 为 若干 三 角形 图 
‚181. 


形 .通常 把 三 角形 分 为 等 腰 三 角形 上 ， 直 角 三 角形 К, ЗН 
角 三 角形 工 门 及 ， 正 三 角形 E 及 非典 型 三 角形 了 = (го 
КОЕ)“, НИ 
U=il(e,B,y)la zB 2 у,а +B + у = 180] 
фа, В, y 为 三 内 角度 数 ， 若 分 别 规定 它们 的 隶属 函数 为 : 
16а. в, у) ат - е8) А0801 
其 理由 是 : 当 a =B8 或 B=y 时 (真正 等 腰 三 角形 ), L (a, B, 


7) =1, 同时 ， 当 a=120, 8=60, 7=0 时 (绝对 不 是 等 腰 三 
АЈ), І (а, В, у) =0; 


В (а, В, у) Дт - 92901. 
其 理由 是 : 当 a =90 АВ. ут08ї, (а, В, у) =1 (真正 直 


角 三 角形 )， 而 且 当 w =180, ШНВ=у=0 时 《绝对 不 是 直角 三 
ЯР), R (о, В, у) =0; 


(£ n Е) (а, В, у) = 1(а, В, у) Л R (e, В, у) 
=1-үу [I e B) А (8 -у)] 19-901 
У, кесш) 


209-7) 
Е (о, В, у) А1 180 


ИНН: Ча=д=у 时 (真正 等 边 三 角形 )，E (a, В, у)=}, 
№ а =180, B=y=0 时 (绝对 不 是 等 边 三 角形 )，E (а, В, у) 
=0. 
Т (а, В, У) =( О Е Ч EE)(a,B,y) 
=( £“ n К°п Ё") (о,В,у) 
=[1- 2 (о,д,у)] А[1- Е (а,8,у)] A 
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[1- Е(е,В,у)] 
=A [е=9 A(8-2) 1 а-901 La yl 
60 * 90 ” 180 


= л 16309 -8).308 - у)),21а-901,1а-7у1) 
180 


对 于 给 定 的 三 角形 ww = (85, 50, 45), ШР 
L (ua) = 0.916, R (ш) = 0.94, E (ue) = 0.7, 
(LN Е) (и) = 0.916, (ш) = 0.06, 

所 以 按 最 大 素 属 原则 ，u。 相对 归 类 于 直角 三 角形 . 

例 8-5 岩 体 工程 识别 (参见 文献 [17]); 

设 岩石 按 抗 压强 度 可 分 为 : 很 好 ， 好 的 ， 较 好 的 ， 差 的 ， 很 
差 的 五 类 ， 每 类 对 应 的 模糊 集 分 别 记 为 А, À. 4., Д. 
4, Кашаљ 8-2. 


а . 
мод з дш А) 
| 1 
> 
| ГАХ 
зи во 
抗 压强 度 X 


图 8-2 岩石 抗 压强 度 等 级 


今 有 某 项 岩 体 工程 经 实地 测量 应 用 统计 方法 获得 岩石 抗 压强 
度 对 应 的 模糊 集 只 ， 它 的 隶属 函数 曲线 见 图 8-3. 

上 述 各 模糊 集 的 隶属 函数 可 由 图 像 直接 写 出 ， 问 此 类 岩石 体 
应 属于 哪 一 类 ? . 

解 ” 取 论 域 为 X, ， 定 义 算法 

В», В) =1-(Я - A)+(4.8-A4@B) 


во) 


7 & 9 о H P 
ПЕВ y 


图 8-3 ИН 


uh 0) = М А. 10) = Л 4. 
可 以 验证 D, 满足 贴近 度 的 三 条 要 求 ， 故 D, 可 作为 贴近 度 . 
又 通过 计算 ， 有 
Р.(В,А) = 0, D (B, À) = 0.688, рв, 
А3) = 1， ВСВ, 44) =0, Ю,(В,А;) =0, 而 
ma [p (B, 41), 2.08, 43), РСВ, 4»), 
D.(B,A), Ю„ОВ,А,)\ 
= тах}0, 0. 688, 1, 0, 0| = D,( В, A;) 


由 择 近 原则 I ， 我 们 认为 此 岩石 体 应 归 为 第 三 类 〔 较 好 的 ) Ж 
石 ， 也 可 以 说 ， 它 以 隶属 度 1 属于 较 好 的 岩石 ， 而 以 隶属 度 
0.688 属于 好 的 岩石 

例 86 条 码 识别 (参见 文献 [18] ) ; 

现 以 阿拉 伯 数 字 的 识别 问题 来 说 明 . 
首先 将 作为 模式 的 0，1，2，…，9 分 别 
用 mxn 模糊 矩阵 来 表征 ， 比 如 对 于 模式 
КЕ |0, 1，…， 91, 用 m xn 个 网 格 将 
КИН, И 8-4. 对 (i, у) 位 置 
的 网 格 ， 根 据 天 所 覆盖 的 多 少 赋予 数值 
т; 《0<<ry 所 1)， 例 如 下 覆盖 网 格 的 一 半 ， ”图 8-4 ИШИ 
可 取 ry =1/2， 尺 覆盖 网 格 1/3， 可取 7 = “K” 示 意图 
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173， 如 此 对 每 个 模式 可 得 到 一 个 模 精 矩 阵 ， 分 别 设 为 如，R ， 
е, В. 

设 有 一 个 数字 及 ， 由 于 印刷 或 别 的 某 种 原因 ， 显 得 有 些 模糊 
不 清 ， 我 们 要 确定 B 是 哪 一 个 数字 ， 可 用 构造 上 述 矩 阵 方法 先 构 
造 出 Ra ， 然 后 根据 某 种 贴近 度 计算 方式 求 出 忆 (Rs, R.) (= 
0，1，2，…， 9), ж 

D(R,,R,) =max|D(R,,R.) ,О(К,,К,) ,~ 
D(Re,R,)1 
则 根据 择 近 原 则 认为 6 就 是 六 

例 8 了 了 工具 钢 磋 化 物 等 级 识别 "1 ， 

在 金属 材料 工业 中 ， 经 常 要 对 钢材 中 碳化 物 的 等 级 进行 评 
定 .以 工具 钢 的 金 相 图 作为 讨论 对 象 &， 其 全 体 构成 论 域 0. 

第 一 步 ” 根据 国家 标准 GB1299 一 85 ， 工 具 钢 共 唱 碳化 物 的 
不 均匀 性 共 分 8 个 等 级 ， 每 个 等 级 有 一 个 标准 图 谱 ， 它 们 都 是 
上 的 模糊 集 ， 记 为 ДЕЯ (0) (i=1，2，…，8)， 待 评定 等 级 
的 碳化 物 金 相 图 也 是 U 上 的 模糊 集 , 记 为 B eS (U). 

第 二 步 ”选取 四 个 指标 作为 措 述 碳化 物 等 级 的 特征 量 ， 它 们 | 
分 别 为 : 

(1) 碳化 物 颗粒 的 个 数 ; 

(2) 碳化 物 颗粒 的 平均 截面 积 ; 

(3) 碳化 物 的 平均 带宽 

(4) 碳化 物 的 最 大 带宽 . 

分 别 用 к, х,, ху, x, 表示 之 . . 

第 三 步 ”每 个 等 级 的 碳化 物 在 各 特性 上 的 表现 均 是 正 态 模糊 
Ж, ЛА, = (0) (1=1,2, ---, 8i7=1，2，3，4) 表示 第 
i 等 级 的 碳化 物 在 第 j 个 指标 上 的 模糊 集 ， 其 隶属 函数 定义 为 


4,68) = ов] 


о 
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ЖР ау, оу (1=1, 2, ,8;)=1,2,3,4) 为 参数 ,可 由 
统计 方法 得 到 ， 它 们 的 值 见 表 8.2. 


382 正 化 物 等 级 识别 参数 值 


я ~ 级 二 级 = # 四 级 五 级 

特 征 “u | “u | % | 9% | ау | 9% | а | 94 | ау | оу 

颗粒 个 数 10401 1.5 | 800 | 1.6 | 600 |2 590 |2.3 | 400 |1.8 
颗粒 平均 截面 积 @| 1.6 | 80 17| 85119 | 110[2 145 |2 

平均 带宽 93 0 | 2.5 © [3.1 | 1018 | 20114 

最 大 带宽 012 0|1в| 522 72 |2.5 | 96 | 1.6 
级 别 х 级 七 级 A & 待定 级 

待 征 а | оу | ау 1 о | а | о [6 [оу 
颗粒 个 数 390 |2 360 |2.5 240 13.2 750 | 2 
颗粒 平均 截面 积 180 12.5 280 | 1.8 380 | 2 90 |115 
平均 带宽 38 11.8 42 |2 56 | 1.6 913 
最 大 带宽 136 {1.7 176 12.5 224 |1.8 012 


第 四 步 。 待 定 等 级 碳化 物 在 第 j 个 指标 上 的 模糊 集 ， 记 为 
ВЯ (%)， 其 来 属 函 数 规 定 为 


В, = ар _— 
НЫ, о, G=1,2,3,4) 的 值 见 表 8-2. 
第 五 步 计算 格 贴近 度 .由 


4,69) а) 


ç 


вш ео 62807] 
有 六 (4 有) ИРЕ 


从 而 可 近似 到 
+ 186 ， 


сау = b.) 


и, | ay-bigoyt+to, 
РАА А,, В) = (о; t s; ў $ ў + 
0 ‚ lay-bl > c+ o, 


Жо, (=1, 2, 3, 4) 是 适当 选取 的 正常 数 . 
Жс, =107*, с,=10°*, с =107°, с, =10*, 计算 


s = ДЇР, А, BD)G = 1,2, ,8)} 


则 有 
з =0.3111, з, =0.9804, з, =0. 8310, s, =0. 8624, 
ss =0. 1527, з, =0. 1900, s, =0. 2495, ss =0. 0389. 


第 六 步 。 因 为 


МИ = 0.9804 = s, 
所 以 由 择 近 原则 知 该 碳化 物 的 等 级 应 定 为 2 级 . 
习题 8 
1. 水 质 按 D, 含量 (mg/L) 分 级 , 论 域 = [0,.10] , 且 4 (ВЮ, 
A (8k) ВНЕ УЯ 


1, ®®7 
А \(х) es, 5 <х«7 
0 ， х=5 
0-0, 58: <7 
Аз) =] (из рр 
2, 3 
0 n x 和 3 或 x 之 7 


经 抽样 检查 ， 甲 地 水 中 含 Do 值 5. $mg/1L， 问 甲 地 前 水 相对 属于 哪 一 级 水 . 
2. 某 三 角形 的 内 角 为 120* 50°, 、10* ,试用 例 8-4 中 的 隶属 函数 ， 判 
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别 此 三 角形 应 属于 哪 一 类 三 角形 . 
3. 在 小 麦 亲本 识别 中 ， 以 小 麦 百 粒 重 为 论 域 U， 五 个 基本 类 型 是 如 下 
模糊 集 : 


т д) = eo СУ 


高 取 丰 产 : А, (а) = е (82. 
# нд) = e` СӨ? 


-31 


中 肥 直 产 : А ү(х) = e СЕ? 


6 
[4] 


K ЖА =е( 

(1) 更 测 得 一 个 小 麦 品种 的 样品 的 百 粒 重 为 am =4.6 (в). ИЯ z 
代表 的 品种 属于 哪个 亲本 ; 

(2) 现 有 一 种 不 知 品种 的 小 麦 亲 本 


B (z) = е (ЧАР 
按 择 近 原则 判断 В 属于 哪个 类 型. 


4. НАЯ И = luu, ш, ш, ші 上 三 个 标准 模糊 集 ; 
А, = (0.8,0.4,0.9, 0.1) 


А, = (0.4, 0.3, 0,8, 0.6) 

А, = (0.2, 0.7, 0.2, 0.8) 
令 有 已 上 一 待 识别 模糊 集 В (0.3, 0.5, 0.1, 0:4), М В 与 哪个 
А, G=1, 2,3) 最 接近 ? 
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第 9 章 模糊 规划 


规划 问题 渗透 于 国民 经 济 的 各 个 部 门 和 科学 技术 的 各 个 领 
域 ， 有 着 诱 人 的 应 用 前 景 ， 规 划分 普通 规划 和 模糊 规划 .本 章 先 
介绍 模糊 极 值 的 概念 ， 然 后 着 重 介 绍 模糊 规划 . 


9.1 模糊 极 值 
3.1.1 无 约束 条 件 的 模糊 极 值 


M, М РЮО. ХИН 
集合 , /是 定义 在 对 上 的 有 界 实 值 函数 ， 若 有 x”e 王 ,使 六 (xz ) 
= шах (z)， 则 称 * "为 函数 7 的 极 大 点 ， 而 了 (x°) 称 为 1 的 极 
大 值 ; ~f 的 极 大 点 ( 值 ) 称 为 了 的 极 小 点 ( 值 )、 这 就 是 普通 
无 条 件 极 值 概 念 ， 而 

ма [c во) 
称 为 的 优越 集 ， 当 x eM BF, 1а НА, ЧхЕМ PF, 
虽然 都 未 能 达到 最 优 目 的 ， 但 各 点 的 程度 却 有 很 大 的 差别 .为 了 
全 面 反 映 各 点 的 优越 程度 ， 下 而 我 们 构造 一 种 模糊 优越 集 ， 以 它 
的 隶属 函数 来 表示 各 点 的 优越 程度 . 
定义 91 设 f: Xo 了, 令 МеЯ(Х), ВЗ Е 


为 


f(x) — inff(x) 
Me) А и іна) 


М, 称 为 了 的 无 条 件 模 糊 优 越 集 ， 也 称 为 了 的 无 条 件 模 精 极 大 集 ; 
而 f (М) еЯ (Y) 称 为 了 的 无 条 件 模 糊 极 大 值 ， 其 隶属 函数 
定义 为 

* 189. 


A BM) =„у MG) 

其 中 了 为 实数 域 , f 有 界 。 | 

БИ. Ля) нау), M.G) =1; Ма) = minf 
(хю){, Мих) =0, H f(x) 2/0.) В, М (81) > М»), 
因此 如 () 反 映 了 在 模 精 意 义 下 ，* 的 优越 程度 . 

勾当 = шаб) НОМОО) = V. М) = 1; 当 
» = ву) ВЕЛ MO) (y) = V. Мб) =0, Му єл) 时 ， 
A MDG) = у= 07м, (у) 反映 了 在 模糊 意义 下 ,y 对 


的 模 精 极 大 值 的 隶属 程度 . 

例 9-1 х= (а, ж, жу, ko 25|, f: ХУ (УЖЭ 
JR), 定义 f(z) =0, f(x) =3, f(x3) = -1, б) =1, 
Рб) =1, MJ таху(х) =3, minf(x)= -1, Н. 


1 
мы) = 


于 是 М, = (0.25, 1, 0, 0.5, 0.5) 
х дир (0) = ү Мох) = Ma) =0.25 


ди) (3> = М0) =1 
ЖОМӘ(-1) = М) = 0 
КМО) = У, М0) = M) V М) = 0.5 


2025,10 ,05 
故 КМ) -0 ттт 


了 的 无 条 件 模糊 极 小 集 т, 定义 为 -f 的 无 条 件 模糊 极 大 集 ， 
显然 有 


_ сеира) — f(x) 
mia) = ша) ia 07560) 
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且 有 М(х) + тух) =1 (Vx e X) 
因此 极 小 集 т, 是 极 大 集 М, 的 余 集 . 
9.1.2 约束 条 件 下 的 模糊 极 值 

9.1.2.1 普通 约束 条 件 下 的 模糊 极 值 


高 等 数学 中 的 条 件 极 值 可 用 集合 论 的 语言 来 描述 . 若 a 
х7 єАСХ, Их”) = mayf(z) НА”) 称 为 在 4 上 的 条 件 


极 大 值 ,z” 称 为 /在 4 上 的 条 件 极 大 点 . 而 
M' A [e |“ e A, Да”) = тава) | 
为 /在 A 上 的 优越 集 . 
优越 集 M" ЙЫТ f E A 上 取 极 大 值 的 那些 点 ， 但 却 不 能 
反映 所 有 * e А 的 点 对 整个 目标 函数 的 优越 程度 ， 为 了 摘 述 满 中 
条 件 4 的 各 个 点 对 整个 日 标 函数 的 优越 程度 ， 我 们 引进 条 件 模 
糊 优越 集 和 条 件 模 枯 极 大 值 的 概念 
定义 92 Вл: ХәҮ, ЛЕР (X) 为 约束 条 件 , 今 
Алп и, 
生 称 为 /在 4 上 的 《条 件 ) 模糊 优越 集 ; ЛС А) ЖЕУ E A 
上 的 (条 件 ) 模 糊 极 大 值 ， 其 隶属 函数 为 
Жадо) = У, Ако 


Ка ту 


= у. Аб) A МК) 


=V {W(x) le e A, Ла) = y] 
其 中 了 为 实数 域 , / 8 W. 
КОА (7) 表 示 在 条 件 4 的 约束 下 ， 对 整个 目标 函数 来 说 ，y 


作为 模糊 极 大 值 的 隶属 度 ， 它 既 反 映 了 条 件 4 的 约束 ， 又 反映 
T y 在 整个 县 标 函 数 中 所 处 地 位 , 
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9.1.2.2 ЖМАЖЕНТИНИНИ 
入 前 ,我 们 给 出 粮 糊 约束 条 件 下 ， 目 标 序 数 了 的 粮 糊 极 大 


定 多 93 设 /; K—ƏY, А e% (X) МИНА, Ф 
„ёа пм, 
名 / 称 为 f 在 4 上 的 (条 件 ) 模糊 优越 集 ;而 A A.) 称 为 7 在 А E 
的 (条 件 ) 模糊 极 大 值 ,其 隶属 函数 为 
КА) “ыў, A (x) 


= V. (460 A М0) 


其 中 了 为 实数 域 , ГАИ. 

НСД), =. (M). RI А, (а) =А н), ЖЕНИ 
要 求 * 对 约束 条 件 集 4 的 求 局 程度 达到 或 超过 A 水 平 ， 同 时 要 
求 * 对 目标 函数 7 来 说 ， 其 优越 程度 也 达到 或 者 超过 水 平 ， 因 
此 Са) ВЕБЕВАТ z 接受 4 的 限制 程度 ， 又 反映 了 fx) 达到 再 
想 目标 的 程度 

关于 有 约束 条 件 下 的 模糊 极 小 值 问题 ， 可 如 无 约束 条 件 模 风 
ВНЕ, ЗЕЯ ВОВЕ, 

Ф192 х = {хәләл ә, ул; | ЖЕЛДЕ х 
ES$ A 09 0а) 如 表 9-1 ВУ, 

жол 身高 数据 


f (a) 1.72 | 1.80 | 1. 65 1.74 1.68 


07 05 1 08 09 
- + > + = + р + = 
ЗЕ X rh РЕЛ? БИЙИ, R X h 3F36 ДШН. 
‚ № 这 是 求 /在 模糊 约束 4 下 的 极 值 问题 ， 计 算 结 果 见 
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再 设 4 


тог 优越 集 表 
х ЕЛ С x, ху i ЕЛ Xs 
М; (z) 0.47 а ° 0.6 0.2 
4 о) 0.7 0.5 1 0.8 0.9 
A, (z) 0.47 оз | о ов 0.2 
_0.47 0.5 0 9.6 0.2 
由 于 ЛА =т75 1.80 $ 1.65 "1.74 11.68 
故 由 最 大 隶属 原则 ，‰ 是 中 年 轻 人 的 最 高 者 . 
9.2 模糊 规划 


人 们 在 办 某 件 事情 或 做 某 项 工作 时 ， 如 果 有 多 种 方法 可 供 选 
择 ， 一 般 总 是 设法 从 中 选择 能 获得 最 好 结果 的 那 一 种 方法 ， 例 
如 ， 某 种 产品 有 m 个 产地 ， 有 个 销 地 ， 如 果 每 个 产地 的 产量 
和 每 个 销 地 的 销量 以 及 由 产地 到 销 地 的 路 程 、 运 费 单价 都 是 已 知 
的 ， 那 么 如 何 调运 产品 使 得 总 运费 最 省 呢 ? 又 如 ， 一 个 工厂 在 现 
有 的 人 力 、 设 备 、 资 金 等 条 件 下 ， 如 何 组 织 生产 ， 才 能 获得 最 好 
经 济 效益 呢 ? 以 上 问题 都 可 归纳 为 在 满足 一 定 的 约束 条 件 下 ， 求 
目标 函数 的 最 优 (最 大 或 最 小 ) 值 ， 这 就 是 所 谓 的 规划 问题 

规划 中 的 约束 条 件 和 目标 函数 都 是 清晰 的 ， 就 是 普通 规划 ; 
约束 条 件 或 目标 函数 带 有 模糊 性 ， 就 是 模糊 规划 


9.2.1 单 且 标 模糊 规划 


模糊 规划 问题 的 一 般 提 法 : 给 定 目 标 西数 /:X > УМХ АЙ 
糊 集 А ,要 求 选择 x” ,使 得 xz" 对 А 的 隶属 程度 及 x " 对 目标 函数 
ИД х’) 都 尽 可 能 地 达到 高 水 平 ,其 中 了 为 实数 集 ,f 有 界 . 

例如 ,9. 1 节 介 绍 过 的 模糊 约束 条 件 下 的 极 值 问题 就 是 一 
类 模糊 规划 问题 . 

模糊 规划 的 求解 步 又 如 下 : 
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(1) 压缩 映射 ” 求 无 条 件 便 糊 优越 集 М, ПТ 


_ Дш) сітуа) 
МӘ = сууў — inff(z) 


(2) 模糊 判决 ” 求 条 件 模糊 优越 集 4 = À A M,, Wi 
Ав) = 4 (a) A М) 
(3) ЖЕНЯ НЕЕ», МЕ 
45097) = тах 4) 
我 们 把 max A (х) А 对 目标 7 的 可 能 度 ， 它 反映 了 在 4 的 
约束 下 ， 能 够 达到 理想 目标 的 最 大 可 能 性 ; x" 称 为 /在 4 约束 
下 的 极 大 点 ， 也 称 为 模糊 规划 的 最 优 解 . / (x" ) 称 为 /在 A 约 
末 下 的 极 大 值 . 
在 模糊 判决 这 一 步 中 ， 根 据 实际 情况 ,可 以 把 (2) 步 修 必 
为 : 
(2') т ЧИН 
4, =a +bM, 
Аб) =a À (x) + bM(x) 
Яфа+Ь =}, az0, bz0. 
(2”) 积 模糊 判决 
和 = 各 M, 
x) = Á (x) + Иа) 
#93 在 某 种 食品 中 投放 某 种 调味 剂 ， 每 公斤 食品 中 的 含 
量 设 为 4 克 ， 对 顾客 爱好 作 调 查 统计 ， 得 爱好 函数 为 


җә | 0 = x = 100 
х) = 
о, x > 100 
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对 于 使 爱好 函数 值 越 大 的 x 值 ， 所 制 产品 越 畅销 ， 因 而 收益 
越 大 , 但 是 由 于 成 本 核算 等 等 原因 ， 对 х 值 需 要 进行 限制 ， 这 种 
限制 集合 的 边界 是 模糊 的 ， 即 * 的 约束 条 件 为 一 模糊 集 А, ЖК 
隶属 函数 为 
1 ， бк! 

4 (a) = | 1 
1+(x-1)” 
试 确定 合理 的 剂量 *" ,使 得 在 接受 约束 的 条 件 下 ， 获 得 最 优 收 
%. 
解 ха ИШ, ЕЯ. 
(1) 求 无 条 件 模糊 优越 集 Mr， 由 于 


Ук) = еб жо) 


Ф/'(х) =0, В х=10. Хх 10 Е, '(x) >0, 当 x>10 时 ,f” 
(а) <0, 因 而 supf(x) = 7010) =5,inff(x) = 700) =0. 因此 : 


2601 0 =< x < 100 


(2) 求 条 件 模糊 优越 集 А, 


00% ， О<х=х' 
М Аааа 
0 , д > 100 
其 中 x "满足 方程 
ЕСЕ ЗЕ И 
je 215021)? 9.1) 
(3) 选择 *" ， 使 
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Ах”) = max hs(x) 
因此 ， 最 佳 剂量 x* 应 满足 方程 《9. 1) ，%" 的 近似 值 可 取 x” ~ 
2.085в, 而 


1 
А&(х°) = ны == 0. 4593 


即 д 对 目标 /的 可 能 度 为 45. 93% ， 而 要 实现 这 种 可 能 性 ,应 选 
择 调 味 剂 的 最 佳 剂量 为 2 0858 《 见 图 9-1). 


>t 


图 9-1 А, ЕКИН 


需要 说 明 的 是 ， 在 本 例 中 如 果 将 约束 条 件 确切 化 ,以 A 
的 核 [0,1] 为 约束 ， 这 是 一 个 普通 规划 问题 ， 所 得 结论 是 应 选 
择 最 佳 剂量 为 18， 从 约束 条 件 看 ,已 是 100% 遵守， 但 所 能 达 
到 的 最 高 目标 相对 整个 目标 函数 来 说 是 很 低 的 ， 由 МКТ) = 
0. 246， 说 明 相 对 整个 目标 来 说 ， 其 优越 程度 仅 达到 24. 69. 
如 果 把 条 件 放松 为 模糊 约束 条 件 和， 且 适 当 降 低 4 (х) ВК 
平 ， 却 可 以 获得 较 好 的 目标 值 ， 如 例 中 的 结果 ， 当 x* =2. 085 
时 ， 从 接受 约束 条 件 来 看 量 仅 达 45. 9% ,但 目标 函数 的 优越 程 
度 也 升 到 了 45. 9% ， 从 而 提高 了 整体 优化 水 平 ， 由 于 在 实际 问 
题 中 ,约束 条 件 往 往 不 是 绝对 的 ， 有 一 定 的 伸缩 性 ， 模 糊 规划 
的 思想 就 是 利用 这 点 灵活 性 ， 兼 顾 目标 函数 与 约束 条 件 综合 地 选 
择 最 优 方案 . 
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9.2.2 多 目标 、 多 约束 的 模糊 规划 


在 多 种 模糊 约束 的 条 件 下 ， 希 望 对 多 种 目标 同时 取得 尽 可 能 
优越 的 值 ， 这 种 规划 问题 称 为 多 目标 、 多 约束 模糊 规划 ， 其 数学 
模型 如 下 : 

ЖН п УНЕ, (а) Л) Л Ж Ж) m 个 模 
М. А, Да, A, е УО). 

模型 I 

(1) 压缩 观 射 、 求 各 /的 无 条 件 模糊 优越 集 M. 

_ ле) Заб) 
МӨ) = Supf (аў) ара) 
22% М-АМ, 4-14 


(з) 模糊 判决 。 求 条 件 模糊 优越 集 4, = 4 гом, П 
Аа) = Á (z) A Мух) 
- (A ею) A (À we) 
(4) 确定 判决 ”选择 x" ,满足 
40647) = max А (а) 
模型 条 
(1) ЖЕН Ве 的 无 条 件 模 糊 优越 集 М,. 


人 + м Уон, (а е юл, Ха +1) 
А = Ува [y e 0,17, 5 +1) 


而 Мз) = Ya M, (O 


> 


9 = Y Аба) 
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МА 分 别称 为 M.G = 1,2,з,п), A.G = 1,2,---,m) 的 加 权 
平均 


(3) 确定 判决 ”选择 x" ,满足 

4,057) = так Ая). 
89-4 选 购 某 类 设备 ， 希 望 质量 尽 可 能 好 ， 价 格 尽量 低 ， 
同时 考虑 操作 简便 ， 体 型 小 等 因素 ， 可 供 选择 的 这 类 设备 有 五 种 
型 号 ， 记 为 Y= (1,0,5, У. 为 达 上 述 目的 ， 进 行 了 调研 ， 
结果 见 表 9-3， 问 应 购 哪 种 型 号 设备 . 


#93 设备 情况 
жа 1 | 1 [1 N y 
质量 好 ин | 很 好 | 较 差 | 一 般 
ия 1000 800 1000 500 600 
操 fE 较 简便 简 便 一 Я 简便 较 复杂 
体型 гал 小 中 等 -| л вх 


解 将 质量 与 价格 当 作 目标 函数 ， 记 为 Му, M,, МЫ 
体型 当 作 约束 条 件 用 4, À, 表示 ， 因 些 这 是 两 目标 两 约束 的 


模糊 规划 问题 ， 把 表 9-3 中 的 量 转 换 为 隶属 度 ， 便 得 到 各 模糊 集 
的 隶属 函数 〔 见 表 9-4). 


#94 隶属 度 
жн | 1 1 П у у 
M. 0.9 0.7 1 0.4 0.6 
K: 0.5 0.7 6.5 1 09 
А. 0.8 1 06 1 0.4 
А 0.8 1 0.6 0.8 0.4 


利用 模型 了 ,目标 采用 М, =0.6М, +0.4M,, ЖЖ 
А =0.54, +0.54,, BD 
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0.74 07 0,8 06 0.72 
= + + + + 


МТУ 
0.8 1 0.6 09 04 
о а шүү 
又 АА п M, 
0.74 ,0.7 0.6 06 0.4 
"1 W HUN V 
易 见 АКТ) = 0,74 = шах 4 (+) 
这 表明 应 购买 型 号 1 设备 


9.3 ”模糊 线性 规划 
9.3.1 模糊 线性 规划 

在 规划 学 中 ,线性 规划 是 应 用 很 广 的 一 个 分 支 ， 本 节 介绍 在 
模糊 约束 下 的 线性 规划 ， 我 们 仅 讨论 最 大 问题 (最 小 问题 可 转 
化 为 -z 的 最 大 问题 处 理 ) ， 其 模型 如 下 : 


тах: = суху + Сах) 十 + см, 


ап, + арх, + жах, € b, 
ау + арх + 5 + ayx, < b, 
ау + арх, + их, S b, 
x 20, x, 20, +, x, Z 0 
其 中 “ 气 ” 表 示 一 种 弹性 约束 ， 可 读 作 “近似 小 于 等 于 ”. 
下 面 引 人 模糊 约束 集 的 概念 
хаја, z201, ЖЕРГЕ У ару 和 如， 相应 地 
有 站 中 一 个 模糊 子 集 р, 与 之 对 应 ， 它 的 未 属 函数 为 
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1 ax < b 
， У ах, 
Я 
= [У - в), b < Yay < b + á, (9.2) 
Я 
0 S аа > b, + d, 
， Ха > b, + d, 
Ё 


tF d, ЖЗ НН К, ПИН, 4,20 (i=1, 2 
тэ, т). & 


D = b, n D, n n D, e #(X) 


称 为 对 应 于 约束 条 件 Ax = b(x z 0) 的 模糊 约束 集 . 

ВМ, ща =0 (i=1, 2, --, m) BR, D ЖИВЯ 
ЖЕ D， 约 束 方程 中 “ s” ВХ “=”. 

模 精 线性 规划 的 模型 可 简 记 为 


maxz = єх 


A 56 (9.3) 


x 20 


下 面 我 们 来 讨论 式 (9.3) 的 求解 问题 . 
Жо, в 分 别 是 普通 线性 规划 


maxz = сх 


Ах <b (9.4) 


与 maxz = сх 
Ах <b+d (9.5) 


x 20 


的 最 优 什 ， 其 中 d= (4, 4, 5, d,)' ЖЖ (9.3) ИН 
指标 向 量 ，d (i=1，2，…，m) 叫做 第 i 个 伸缩 指标 。z6 Ба 
对 应 两 种 极端 情况 ， 一 种 是 完全 接受 约束 ( D (x) =1) , 另 一 种 是 
完全 不 接受 约束 ( B(x) =0) ， 它 们 都 不 是 我 们 所 希望 的 ， 我 们 
的 目的 是 适当 降低 隶属 度 只 (*) ， 使 得 最 优 值 有 所 提高 ， 且 介 于 
zo Ы, 之 间 ， 为 此 构造 模糊 目标 集 M < .多 (*) ， 其 未 属 函 数 为 


Me) =z[Xes) 


0 ， > cx; < z 
= 


- 11 ç 
14 (5-5) а ова 


1 , Ў, а >з 

其 中 do =z -%. 

易 见 ， 当 D (x) =1 BF, М(х) =0， 这 表明 和 欲 使 月 标 值 大 
于 %%， 必 须 降低 D(x)， 为 了 兼顾 模糊 约束 集 Р 与 模糊 目标 集 
М, ， 可 采用 模糊 判决 D = рМ, Е а", 

РК") = (D п M)(x') = V. (D (a) A M(a)) 
注意 到 V (DG) A M(a)) 

=V lA| D(z) >A, M(x) >À, À 2 0] 
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=V |А|р,() 2А, D(x) 2 À, 7 
D.(x) 2А, М(х) > À, À > 0| 
于 是 问题 归结 为 求 普通 线性 规划 问题 
maxz = À 
1 -ь}) > 
с-а) А 


1 
25055 
А20, ж, 5,77, z, 20 


(1 =1,2, +, т) 


即 
тах: = À 
(121,2, 5, m) 


У ад + ФА < b, + d, 
Б (9.6) 


Уо - dÀ >а 
£ 
x, 20 


À 20, м, 5,7, X, 
若 求 出 式 (9.6) 的 最 优 解 为 (ar. м, сз, ху, А’), 
Ш" = (2, м, е, м) 为 式 (9.3) 的 最 优 解 ， 从 而 式 
(9.3) МЕН =" = = 5 ск, 

#1 9-5 наем 


maxz = 2л, + x; 
x, +2, < 5 

— x +x, 50 
бх, + 2; & 21 


x 20, x, 20 


ЖИНИНЕ а =1, 4; =2, 4, =3. 
解 ” 先 求解 普通 线性 规划 
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шахі = 2, + Xz 
x, + x, < 5 

— x, + x, < 0 
бх, +2, < 21 


x, > 0, x, 20 
引入 变量 x, x., xs 得 标准 形 为 


maxz = 2X + x; 


x( tx, + Xa =5 
- x, +2 +®, =0 
6x, + 2x; +x; = 21 
жу, се, xs 20 


利用 单纯 形 法 求解 ， 由 于 


Nl X; 2, Xa Xs 
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(9.7) 


T, 中 检验 数 全 部 非 正 ， 已 达 最 优 ， 故 式 〈9.7) 的 最 优 解 为 
x) = (11/4, 9/4)", ВИАН 2, =31/4 =7.75. 
同样 用 单纯 形 法 可 得 普通 线性 规划 
maxz = 2x, + x; 
x tz =5+1 
д +x, < 0 +2 
бх, +2х, < 21 +3 
а 20, x, 20 
的 最 优 解 x*" = (3，3)"， 最 优 值 5 =9; 线性 规划 
maxz = À 
Xi ta, +À<5+I 
хр tx +2А < 0 +2 


бх, +2х, +ЗА < 21 +3 
2, ж - 1.254 > 31 


À > 0, x, 20, x, z 0 
的 最 优 解 为 (zx; ， 必 ，X")" = (23/8, 21/8, 1/2)". 从 而 得 
到 所 求 模糊 线性 规划 的 最 优 解 *” = (23/8，21/8)"， 最 优 值 
2° =2x +х] =67/8. 
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9.3.2 模糊 线性 规划 的 参数 规划 法 


所 谓 参 数 规划 法 是 将 式 (9.3) 所 表达 的 模糊 线性 规划 化 为 
如 下 的 参数 规划 : 

тах: = cx 

140): Ax < b +00 (9.8) 
х2 0 

其 中 9 є [0,1] 为 参数 ,表示 对 限制 条 件 5 = (6 ,5b,,…,5。) Й 
离 范围 了 = (qi ,d;,…,d。) 内 的 偏离 程度 . 
对 每 个 ge [0,1], 5L(9) 的 每 个 最 优 解 

x(0) = (x (0),-',z,(0)) 


都 满足 : 
У ав) а +04 i=1,2,.,m 
代 人 式 (9.2), 有 
р, (в) >1 + -15 ав) 
=1 + TG, + 04) 


=1-0, i=1,2,.,m 
100) 是 线性 规划 ， 其 最 优 解 必 在 限制 集 的 项 点 取得 ， 
因此 ， 存 在 某 个 ie 11, 2,…, т}, 使 
D, (x(0)) =1 -8 


Ж, 


Q(x(0)) = Д 0,6560) = 1-0 


实际 上 ， 不 难 验证 *(6) 恰 是 目标 函数 cx 在 D. „ЕВР АСЗ 
优 解 . 
由 参数 规划 的 结果 , L( ө) 的 最 优 使 2 是 8 的 连续 的 分 段 线性 
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юй. 因此 易 得 М (x(9) ) 及 
М (х(0)) A D(x(0)) 
也 是 9 的 连续 分 段 线性 的 四 函数 ， 求 9”e [0,1] ,使 
D(x(0°)) = Yo ТМ) A D (z(0))] 

жө" у 即 为 式 (9.3) 的 最 优 解 ，0" 称 为 最 优点 . 

求 最 优点 0* 就 是 求 = M (x(0)) Чи = 1 -9 的 交点 .有 如 
下 结论 : 

定理 9-1 0° «3, МА" =1 -人 > 二 

жос ЕВ Ез (9.4) 的 标准 型 的 最 优 基 , 则 so ‚у 
分 别 是 式 (9.4) ， 式 (9.5) 的 最 优 解 

(1) #8 (6+9 20, 0 =, 且 式 (9.3) 的 最 优 多 
和 最 优 值 分 别 为 


[x жа], а = 1 +z) 


х' = 1 
2 


(2) 若 B (b ++d) > 0, 则 


Ит 


利用 以 上 结果 可 简化 某 些 模糊 线性 规划 问题 的 求解 过 程 ， 如 
例 9-5 中 
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6 3 
В" (в + а) “| 2 |: >0 
24 3 


所 以 x = (3, 3)", а =9， 由 定理 9-2 (1) 立即 可 得 : 


Тю +) = (23 2117 
x = y +х ) = (全 ,下 
. 1 7 
z = TG +a) = 


9.4 多 目标 线性 规划 
9.4.1 多 目标 线性 规划 的 模糊 最 优 解 


经 典 多 目标 线性 规划 有 着 一 个 以 上 的 目标 函数 ， 均 为 线性 西 
数 式 ， 其 数学 模型 可 表示 为 : 


2 = сия; + сом 十 … 十 CIX, 


Z, = сулу + уху + …… + С.К 
тах. 


Z, = Сим + сах, + + C, X, 


约束 条 件 为 : 
ац + вх, + “` + arz, < b, 
ац + ал, + + ayx, < b, 
(9.9) 
аы Нам, + + Q, X, < b, 
№ м "тм, 20 
记 A= (%) ， C= (а). b= (Ы, Б, в)" 
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Хи, mo се, 8.) , бы, 2, сз, в)" 
ДЕЕ НЕМА НЕЕ Аа Ж: 
max z = Cx 
结束 条 件 为 : 
l =b 
x Z 0 
由 于 目标 函数 不 止 一 个 ， 要 想 在 某 个 点 使 所 有 的 目标 函数 均 
达到 各 自 的 最 大 值 一 般 是 不 可 能 的 ， 因 此 需要 采取 折衷 方案 ， 使 
各 个 目标 函数 都 尽 可 能 地 大 ， 为 此 ， 可 以 将 目标 函数 模糊 化 ,用 
模糊 数学 的 方法 来 处 理 。 处 理 的 方法 是 ; 
КЕТ На, 1=1, 2, 5, г, ЖИЖЖИ: Ах <S b, 
x 之 0 下 的 最 大 值  : 


27 = max{z,|z, = Ў сулк = х0} i=1,2,,r 
这 是 单 目标 经 典 线 性 规划 问题 . 

每 个 目标 z;，i=1，2，…, r 给 出 伸缩 指标 d;，d; >0， 越 是 
重要 的 目标 ， 其 伸缩 指标 应 越 小 、 这 样 就 可 以 把 各 个 目标 模糊 
化 ， 对 目标 z 构造 一 个 模糊 目标 М,, ЖЛЕ ЕХ: 
М) TAS cap 
0 А Ў, < z? — d, 


‚1-а Yes), 2-09 Уса (9.10) 
м. Ё 
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ам = 1 М,,Ж M 32 Е 
= ка ёл > 0] D 是 经 典 集合 ， 为 满足 约束 条 件 的 可 能 解 
集合 ， 或 称 可 行 解 城 。 于 是 我 们 可 以 用 模糊 判决 来 求 出 多 目标 经 
典 线性 规划 的 模糊 最 优 解 

模糊 判决 为 ,=DN М, ів 

D,(z*) = така) Л (=) = maxi (a) 

的 <" 为 模糊 最 优 解 ， 可 见 ， 模 糊 最 优 解 <" 就 是 M (z) 在 可 行 解 
域 D 上 的 最 大 值 点 . 

上 述 间 题 也 可 转化 成 求解 普通 线性 规划 问题 ， 令 

A = Мо) = À Мо) 

那么 求解 多 目标 经 典 线性 规划 的 模糊 最 优 解 的 问题 就 可 转化 为 


maxz = À 


1-0 - Уд) 2А, і 12, 
а, я 


Уак < b, ; k = 1,2,,m 
# 
А 2 Orr 20 
8р 

maxz = А 

Уст, - ФА ж - 4, {= 1,2,5, 

= 

И (9.11) 
у ашу < b, ， k = 1,2,---,m 

£ 


À 0,252 "x, P 0 
这 是 一 个 普通 线性 规划 问题 . 求解 式 (9.11) 得 最 优 解 
(ar. др UU s. A), ) 为 多 目标 线性 规 
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划 式 (9.9) 的 模糊 最 优 解 ，Z ”= cx " 为 是 标的 最 优 值 . 
9.4.2 约束 条 件 有 伸缩 性 的 多 目标 模糊 线性 规划 问题 
约束 条 件 有 伸缩 性 的 多 目标 模糊 线性 规划 问题 模型 为 : 


Z, = сим, + Cox, + "° + CX, 


Z, = Сух + сом, 十 … + 05, 


约束 条 件 为 : 
ац + бух, 十 … + ax, < b, 
qx + ам, + + аыл, S b, 
(9.12) 
аы + 0,20 + жах, < b, 
одов, 20 


设 C= (s) = [a] в, Б, 607, яя 
(ду, 7 з), Z= (z, 2, се, 2)", ДИЗ (9.12) 的 模 
糊 线性 规划 问题 可 用 和 矩阵 形式 简 记 为 


шах z = Сх 


Ак Sb 


x 20 


我 们 可 以 用 有 伸缩 性 的 单 目标 模糊 线性 规划 的 解法 及 多 目标 线性 
规划 的 解法 来 解 这 一 问题 . 
在 约束 条 件 Ах<Ь, х0 的 情况 下 ， 用 普通 多 目标 线性 规划 
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问题 的 方法 构造 模糊 目标 集 М = ПОМ. М. 的 来 局 函数 见 式 
(9.10). 


根据 每 个 有 伸缩 性 的 约束 条 件 的 重要 性 ， 给 定 一 个 伸缩 指标 
=1, 2, +, т, #Щ9.3 节 采 用 的 方法 构造 模糊 约束 集 D 


4,1 
= 10), В, 的 隶属 函数 见 式 (9.2). 
模糊 判决 ， D.= D n M 
ВИЖ". 满足 
Ds') = max( D (=) A М(х)) 
Жа" 的 问题 可 以 转化 为 求解 下 述 普通 线性 规划 问题 : 
maxz = À 


MG)ZA, 1=12,-, 
Вх) >À, Е=12,з,т 


A >0,x>0 


即 
Imaxz = À 
i = 1,2, г 


У с ЗАРЕ - 1, 
' (9.13) 


Ya thASb +d,, &=1,2,--., 
я 
À 20, ху, х, 5, x, 20 


КЧ Яп d, 分 别 为 目标 函数 和 约束 条 件 的 健 缩 指标 


9.5 有 模糊 系数 的 线性 规划 


当 线 性 规划 问题 有 模糊 系数 时 ,模糊 系 数 可 以 出 现在 约束 条 
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件 的 系数 中 ， 也 可 以 出 现在 目标 函数 的 系数 中 . 
9.5.1 约束 条 件 系数 为 L-R 模糊 数 的 模糊 线性 规划 
约束 条 件 系数 为 L-R 模糊 数 的 模糊 线性 规划 问题 的 数学 模型 


为 : 
2) = ва, + [27521 +. + Сы 
max. 2) = вид, + ex + + ся, 
2, = бах, +6595 + --- + e, X, 
约束 条 件 为 : 
Фла + Фох + + дъх, 6 b, 
бля + Фа ++ въ, < b, 
(9.14) 
Пак + G, + + ды, < b, 
ац оа "x, 2 0 
式 中 ， ау, bi 1=1, 2, ‚т, j=1, 2, , n FJ L-R i& 
糊 数 . 
ФА = ( ау} „ы ©” (о) жж, X, се, я)", 


ВЕСЬ, bo т, b.) z =ба, а, сз, в)", МА 
(9.14) 可 简 记 为 : 


max z =бх 


ПЕТ 
х 20 
ЕЛҮ 
а; = (азау, ау) в b, = (bis bi, bi)in 
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普通 实数 认为 是 左右 展 形 均 为 0 的 特殊 L-R 模糊 数 ， 如 实数 т = 
(т; 0, 0). 
由 LR 模糊 数 的 运算 ( 见 第 5 章 )， 并 注意 到 z 20, j=1， 


2, з, п, 于 是 5 ацл, 也 是 LR 模糊 数 ,上 且 有 : 


Y a = (Хенан ан) 


я 


于 是 式 (9. 14) 的 约束 条 件 可 表示 为 : 


(н Ува. Уа), = (biboB)a (9.15) 
H LR 模糊 数 性 质 
т < nem=<n, а?у, B< ó 
其 中 
m = (mie,B)a, п = (n;iy,ë)a 


故 式 〈9. 15) 可 表示 为 三 个 等 价 的 式 子 : 
Xss sh, Xaa 2 b, ya < 
这 样 ， 约束 条 件 系数 为 LR 模糊 数 的 模 精 线 住 规划 问题 ( 式 


(9. 14) ) ， 可 以 转化 为 下 述 有 3m 个 约束 条 件 的 多 目标 普通 线性 
规划 问题 : 


так, = У, сх, 
я 


式 中 , #=1,2,+з, r. 151, 2, +, m. 
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#96 某 人 外 出 ,需要 携带 两 样 货物 ， 货 物 甲 每 包 重 "6 Fr 
可 能 多 一 点 "(可 用 6 =(6,0,1) иж), 420 元 ; 货物 乙 每 
包 重 大约 2 斤 ”( 可 用 2 =(2,1,1)a 表 示 ), 价 值 10 元 此 人 
希望 一 次 最 多 拿 *21 斤 左右 "(可 用 妇 = (21,1,5)m 表 示 ) ,并 且 
希望 拿 的 货物 总 价值 最 大 - 

解 ” 设 他 拿 货物 甲 x, 包 ， 乙 х, 包 ， 则 问题 归结 为 解 如 下 约 
束 带 有 模糊 系数 的 线性 规划 问题 


maxz = 20x, + 10х, 


s.t: бд + 2x,< 21, x, 2 0, x, z 0 
可 以 演变 为 解 普通 线性 规划 问题 : 
maxz = 20х, + 10х, 
8.t; бх, +2х, < 21 
x, 2 1 
э + x, = 5 
x, 20, x, 20 


最 佳 点 为 x =, s = ур, ВН В Т1.3. 


如 果 介 许 将 货物 包 拆 开 ， 则 此 人 可 携带 货物 甲 2 3, Z, 


218, 总 价值 达 77. 5 元。 如 果 货 物 必须 拿 整 包 ， 则 需 限 制 ， 


x 取 整 数 ， 也 即 用 整数 规划 方法 求解 。 结 果 应 取 货 物 甲 2 包 ， 
乙 3 包 (或 甲 3 包 , Z 1 包 ) ， 总 价值 达 70 元. 


9.5.2 目标 函数 系数 为 L-R 模糊 数 的 模糊 线性 规划 


考察 如 下 模糊 线性 规划 问题 
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и z = Сх 
(9.16) 
st Áx < b,x>0 


OÇ = (с, бо, с.) e. = (азса, 61) а Я LR 3k, 


а баа [Yes Y сл, Ў аа.) о Навави 


公式 ， 式 (9.16) 可 近似 等 价 于 一 个 具有 三 个 目标 的 线性 规划 
问题 


max «= De = Cx 
ч 


max Z= cx, = Сх 


st Ах 0, х2 0 
0) 9-7 解 如 下 模糊 线性 规划 问题 
а z = 20 + 10, 
ө. t: бх +2x, < 21, x, 2 Ü, x, 20 
其 中 20 = (20; 3,4), 10 = (10; 2, 1), 
此 问题 近似 等 价 于 如 下 问题 


max z = 20x + 105; 


min z = Зх + 2x; 


max Z = 4x, + x; 
в. 1; ба +2x, < 21, д 20, x, 20 
分 别 对 每 个 目标 求 出 最 优 解 
07 =0, xf) =10.5, z=105. 此 时 z =21, 7 =10.5. 


x =0, zÉ) =0，z =0， 此 时 z =0, z=0. 
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xf =3.5, zf?) =0, 7 =14. JkBJz=70, z =10.5, 
主观 给 出 伸缩 指标 d, =5，d, =20，ds =<4， 构 造 三 个 模糊 目标 集 
М, М.М. 
М, (х) = 8: (20%, + 10х,) 


0 20 + 10х, < 100 
= - +0105 —20х, - 1053) 100 < 20x, + 10%, < 105 
1 20x, + 10x; > 105 
М, (х) =g,(3x, + 2x,) 
0 3x1 + 2x > 20 

1 
1-а +25) 0<3 +25 < 20 
М, (=) =ga(4x, + x;) 
0 4х + x, < 10 


= 1-14 -4ы Ba) 10 < 48 +2, <14 


1 4х +a, 214 
А5 М = M, n Мг М, ИЗВАН) 


шах А 


1:1 - 1005 —20х - 105) > À 
1 
1 2 209631 +2x,) ®А 


1 -证 (14 - 4 -х,) вА 
бю, +2x, < 21 
л=! 
x 20, x > 0 
即 max À 
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5. 1:20x, + 10х, — SÀ > 100 
3x, + 2x, + 20А = 20 
Аку +, — 4À > 10 
бх, + 2х, < 21 
л=! 
x, Z 0,x, 20 
解 得 最 优 解 z =0.488, х; =9.035，A”=0.022， 相 应 地 有 z* 
=100.11; 47 =19.534, 2° =10.987. 于 是 近似 的 模糊 最 优 值 
为 "= (100.11; 19.534, 10.987),,- 
注意 : 在 主观 给 出 伸缩 指标 4 ，d,，ds 后 ， 可 能 导出 线性 
规划 问题 的 约 东 区域 是 空 集 ， 这 时 就 没有 最 优 解 ， 这 就 需要 适 
当 调 整 伸缩 指标 ， 以 保证 最 优 解 存在 


对 于 目标 和 约束 都 带 有 模糊 系数 的 线性 规划 问题 ， 利 用 前 面 
方法 ， 也 可 化 为 一 个 多 目标 线性 规划 问题 的 模糊 最 优 解 问题 


习题 9 


tra) 


L RE 8 Г (x) = 10e и, ВМВ А, À (x) = 


зер? 


e 2 , ЖУ A 约束 下 的 极 大 点 . 

2. Хз) = а, А (0) =1-х,0<х=1,Ж/(х) 在 А 约束 下 的 极 
АМИ. 

3. 甲 机 械 每 月 最 多 大 约 能 运行 400 个 工时 ， 乙 机 械 每 月 最 多 大 约 
能 运行 250 ТТН. НИЖНЕЙ СИНЕ, НЗ) 3 元 , 但 获 净 
利润 7 元 ; 乙 机 械 每 工时 耗费 2 元 ,但 获 净利 润 3 元 . 甲 、 乙 两 机 械 每 
月 耗费 总 和 大 致 不 得 超过 1500 20. 问 如 何 安排 两 机 械 和 运行 可 获得 最 大 
利润 ? 

4. 解 下 列 模 精 线 性 规划 问题 
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maxz = Фау +5ху +2ху 
За, + 2x; +24, & 60 
(1) Зх +, + 5 30 
2x; +5 5 10 

mia xs 20 

取 伸 缩 指标 d=4, 4, =6, d, =2. 

шаха = За, + 40, +4х, 
ба, + 3xa +4, S 1200 


0) 


s 
бду +z +5 S 1550 
жулуу 20 
取 伸 缩 指标 4, = 100, d, =200. 
5. 解 模糊 线性 规划 问题 


тахт = x) 十 3x +, 
ху +2% +; S 8 
-х#3лу+ S 2 
в =.) > Ü 
(1) 取 伸缩 措 标 d, =2, d,=8; 
(2) 取 伸缩 指标 dL =0, d,=15; 
(3) ЖАННА 4, =2, 4, =30. 
6. 给 出 多 目标 线性 规划 问题 
[ max z, = 2x, + x; 


max z, = 3x, 一 25 


约束 条 件 
一 3x +2, <40 
ди, + За, «78 
За 一 知 «27 
а, 2 00, 20 
求 最 优 解 ， 最 优 值 . 


7. 求解 题 6 中 约束 条 件 有 伸缩 性 的 模糊 规划 问题 
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шаха, 一 240 +13 


тах, = 3, 2л, 


—3x, +2x, 5 40 
4z +3, 5 78 

约束 : 
3m -x &27 


ж, 2,20 
约束 条 件 的 伸缩 指标 由 = d, = 中 =5. 
8. 9.3 节 中 若 采 用 积 模糊 判决 ,证 明 素 属 函数 D(x(8)) = М (x(0)) 
"号 (x(9)) 在 [0,1] 上 是 6 МИШ АЖ. 
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第 10 章 模糊 预测 


预测 是 企业 生存 与 发 展 不 可 缺少 的 基础 ， 是 制约 人 类 繁荣 的 
一 种 因素 ， 目 前 ， 预 测 已 成 为 一 门 新 兴 的 学 科 ， 本 章 着 重 介绍 几 
种 常用 的 模糊 预测 方法 


10.1 预测 及 其 程序 
10.1.1 预测 的 概念 


预测 就 是 通过 调查 和 分 析 ， 对 事物 的 动态 和 发 展 趋 势 ， 事 
先 作出 估计 和 评价 。 其 实质 是 利用 以 往 的 经 蛤 或 数据 资料 认识 
事物 的 规律 ， 最 终 指 出 事物 发 展 的 趋势 或 事物 在 未 来 某 时 段 的 
状态 

虽然 事物 的 未 来 发 展 过 程 总 是 由 必然 性 推移 和 偶然 性 推移 组 
合 而 成 ， 但 其 过 程 却 是 连续 的 ， 并 且 具 有 规律 性 ， 这 就 是 我 们 赖 
以 进行 预测 的 依据 

预测 方法 大 致 可 以 分 为 两 类 ， 一 是 空间 静态 类 ， 二 是 时 间 动 
态 类 ， 前 者 试图 分 析 决定 某 个 被 预测 量 的 特征 因素 ， 给 出 结构 方 
程 ， 从 而 通过 测量 未来 某 时 刻 的 因素 状态 得 到 预测 值 ; 后 者 不 管 
决定 因素 与 变量 结构 ， 仅 仅 通 过 被 预测 量 的 历史 数据 总 结 出 依 时 
间 推 移 的 变动 规律 ， 从 而 预测 该 量 在 未 来 时 刻 的 状态 

由 于 事物 运动 的 趋势 不 仪 决定 于 它 的 历史 ， 还 要 受到 当前 环 
境 变动 的 影响 ;况且 历史 数据 又 往往 不 尽 全 面 还 带 有 模糊 性 ， 这 
就 给 预测 工作 带 来 一 定 的 困难 ， 人 们 为 使 预测 更 加 可 靠 ， 一 方面 
研究 对 历史 数据 的 加 工 提炼 手段 ， 另 一 方面 还 充分 运用 丰富 的 经 
Ж, 这 正好 是 模 模 集 理论 的 “专长 ”， 从 而 就 产生 了 模糊 预测 方 
法 
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10.1.2 预测 前 程序 


预测 的 一 般 程序 如 下 : 

(D 明确 目的 ”根据 当前 行动 的 内 容 、 人 性 质 和 规律 以 及 它 
所 要 达到 的 目标 来 确定 预测 月 的 . 

(2) 分 析 信息 “对 收集 到 的 信息 ， 包 括 历史 的 、 现 在 的 、 
定性 的 描述 和 定量 的 数据 ， 认 真 分 析 研究 ， 找 出 其 内 在 联系 

(3) 选择 方法 ”根据 预测 的 目的 和 占有 的 信息 ， 选 择 适 当 
的 预测 方法 

(9) 进行 预测 “根据 选 定 的 方法 进行 预测 

(5) 评价 结果 ”对 预测 结果 予以 估计 和 评价 ， 如 果 能 够 进 
行 实际 验证 ， 那 么 一 定 要 分 析 预 测 的 误差 ， 一 般 情况 下 ， 由 于 未 
来 尚 无 确定 的 信息 可 寻 ， 因 此 这 种 误差 的 分 析 只 能 在 有 限 的 范围 
内 进行 或 根据 各 种 经 验 加 以 估计 ， 

需要 指出 ， 实 际 问题 中 要 预测 的 事物 一 般 来 说 都 是 十 分 复杂 
的 ， 在 预测 时 ， 应 采用 多 种 方法 ， 从 不 同 角度 进行 预测 ， 然 后 再 
对 结果 进行 比较 、 评 价 ， 找 出 主导 性 的 预测 判断 ， 这 较 之 依据 单 
独 一 种 预测 作出 前 判断 通常 比较 全 面 和 可 靠 些 
10.2 基于 因果 紊 类 的 模糊 预测 

设 = 为 要 预测 的 量 ， 而 量 a 的 预测 问题 ， 则 可 以 用 三 元 结 
ЖКХ, 00), ФЕ, ЖОР X = X, x X, x… x X, Ë n 36 
Descanes ЖД, ЇЇ Х,, Х,, ==, Х, 均 为 实数 集 ， 称 为 状态 空间 ， 
它们 分 别 是 a 的 a 个 因素 ,及 ，…, f, 的 取信 范围 。Y 也 为 实 
数 集 是 a 的 取 值 范围 ， 称 为 预测 空间 ; 而 (Y) 为 了 的 非 空军 
集 , ФЭСТ) ВЫЙ, м 

Фах х хх, 900) 
АННО Оа, э, з, а), АРН a 是 了 
中 一 个 非 空子 集合 ， 有 时 p 的 取信 退化 为 一 个 单 点 集 ， 即 
221. 


фі X, x X, x x X,— YV 


通俗 地 讲 ， 量 a 的 预测 问题 ， 就 是 在 已 知 因素 状态 (x, ，%;， 
-，%) 的 情况 下 ,通过 9 ЖЖ а 的 信 计 信 ， 但 在 实际 问题 中 
要 搞 清 о 的 结构 和 表达 式 往往 是 十 分 困难 的 ， 有 时 也 是 不 必要 
的 ， 因 此 我 们 一 般 不 去 直接 研究 ф ИЯ, ПЕЛИ 
因果 聚 类 和 模式 识别 的 手段 ， 由 因素 状态 (x, ，x,。，…，x,) 去 推 
测 a 的 取信 ， 从 而 作出 预测 ， 这 是 经 验 的 一 种 运用 方法 . 
设 有 了 期 历史 数据 (x,，y,) (t=1,，2，…，7T) ， 其 中 


x = (ы? ы” ss) eX, ye YV 


基于 因果 到 类 进行 模糊 预测 的 步骤 如 下 : 

(1) 模糊 因果 聚 类 TB = (x, y)Gr=l, 2, 6, Т), Ж 
用 第 7 章 介绍 的 模 类 聚 类 方法 ， 求 出 z,，z。，…，zr 的 最 佳 聚 
类 .不妨 设 最 佳 聚 类 为 


04,70, 
(2) 建立 特征 模糊 集 < 
Vd} (=1,2,,m) 


Ж (ш, y.) =4, в D0.(s =1，2，…， k), BV, D, 向 因素 轴 


X 的 投影 . 计算 
$; 
x =з, е (009609) (реет) 
1 < 
05 = 万 名 (ы? ~ =) (0 = 1,2,--,а) 
Жа (mu д, UU 8.) eX, Ф 
п (sya 
P (x) = Уу ше” э (¿= 1,2,:. ,m) 
kes ч 


Ж (в, 4%, се, в.) 是 一 组 取 定 的 权重 ,而 模糊 集 
Р. = Я (下 ) 就 是 类 U, 的 特征 .再 令 

W, = фуу) 
其 中 (%,, у,) = e U,(s=1, 2, 
的 投影 ， 计 算 


(i= 1,2,:-,m) 
т, k), BD W, 是 六 向 预测 轴 


并 求 


$, = max 
тах 


最 后 构造 以 (7,，36) 为 参数 的 三 角 模 糊 数 或 正 态 模糊 数 ) 
L (i=, 2, зе, m). 


于 是 对 应 于 分 类 |U,，U，…,U,1， 有 
Р, P, = P, 
И L; L, 


(3) 进行 预测 
种 情况 考虑 : 


假定 对 第 е 期 (* > Г) № а 进行 预测 ， 分 两 


OD 如果 第 :期 的 因素 状态 是 一 个 确定 的 点 x, e X, ЯВА, 


x MI P ., P,, тт 


ml). 
@ 如 果 第 :期 的 
8, 和 | Р\, 


=, ml). 


#1101 设 甲 乙 再 为 影响 某 产品 的 三 个 


因 


， 卫 。l 应 用 “最 大 隶属 原则 ”， 选 出 P., 
然后 以 相应 的 作为 a 在 第 * 期 的 模糊 预测 值 (ms 11，2，… 


ЗБЕ Ве (х), Ж 
Р,, ... 


aa， 并 以 相应 的 /作为 a 在 第 ;期 的 模糊 预测 值 (i,e 11， 


‚ Р,| 应用“ 择 近 原则 ”， 选 出 


素 , 现 已 知 三 因 


素 及 利润 指标 的 七 期 酌 史 数据 〈 见 表 10-1). 
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#101 历史 数据 


时 期 Ж (а) 2, (а) 丙 (а) Ж (у) 
1 0.0592 1.1271 19.610 0.047 
2 0. 0802 1.1805 19. 360 0.353 
3 0.0681 1. 5631 45. 060 0. 560 
4 0.0848 1.3787 46.155 0. 688 
5 9. 1126 1.7095 94. 029 1.285 
6 0. 1380 1.9596 96. 560 1.796 
了 0.1171 1. 9956 99. 046 1.750 


如 果 甲 乙 丙 的 指标 分 别 为 x =0.1120, x, =1.7040, x, = 
93. 0210 时 ， 问 此 时 利润 指标 估计 为 多 少 ? 

解 iz = (х,у) (f=1, 2, …，7)， 其 中 必 =(z， 
x,，Xn)， 由 模糊 聚 类 分 析 ， 经 计算 ,得 z(t=1，2，…, 7) 的 
ВИЖ 

U, = 和 = 
由 于 x, = (0.0697, 1.1538, 19.485), %, = (0.0765,. 
1.4709, 45.908), ‚= (0.1226, 1.8882, 96. 545). 

с? =0. 0001, тї, =0. 0007, д”, =0. 0156, 

оў =0. 0001, oj =0. 0085, оз, =0.7191, 

тз =0. 0001, 05, =0.0162, a% =4. 195. 

Зв, өз, оз) =(0.5，0.2，0.3) ， 则 各 类 的 特征 模糊 集 分 
别 为 


(m 1.151092 


сакт 
Р (z) =0.5e Tim ~ + 0.20 0905 
Ce 

十 0.3e “нш 


ба 20 ов)? ба аю)? 


Pa(x) =0.5e отет +0), 2e rm 


ГРА 
+0. Зет 


+224. 


у2 (хол аю)? 


са tas. 
Р(х) =0.5е тә +0, 267 dr 


авы 
+0. Зе 3779 


又 因为 у, =0.2, ӯ, =0.624, y, = 1.610, 


0 


所 以 有 8, = 0.153, 8, = 0.064, 65, = 0.325. 
构造 以 (7;，35;) (i=1，2，3) 为 参数 的 三 角 模糊 数 


0.459 
— 
0459 + 1.435, 0. 200 < y = 0.659 
У 

0192 2.25, 0.432 < у < 0. 624 


— 7. 
0195 * 4.25, 0.624 < y = 0.816 


7. 
97975 0. 651, 0. 635 < у < 1.610 


— 
07975 + 2. 651, 1.610 < y 2, 585 


1 +0.564, -0.259 = y = 0.200 


当 z =0. 1120, х, =1.7040, x, =93.210 时 ， 经 计算 得 


P (z) = 0.0956, Р,(х) = 0,2216,Р,(х) = 0. 


8376 


故 由 最 大 隶属 原则 ， 应 选 í, 作为 模糊 预测 ， 即 利润 指标 估计 在 


0. 635 ~2. 585 之 间 ，1. 610 的 可 能 性 最 大 . 


10.3 ”模糊 时 间 序 列 预 测 法 


本 节 介 绍 模糊 时 间 序 列 预测 法 ， 该 方法 适合 解决 
息 的 动态 预测 问题 . 


蔬 有 模糊 信 
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10.3.1 普通 时 间 序 列 预测 法 
普通 时 间 序 列 的 基本 模型 是 


у) =ау+ан +ан +t ча +e 
中 y 表示 预测 量 值 (ke NW) ,. а. (i=0, 1, 5, 上) 为 待定 实数 ， 
是 一 个 随机 误差 ,满足 E[s] =0， 若 除去 随机 干扰 e, у 可 看 
作 时 间 :的 多 项 式 . 
如 果 有 了 期 上 史 数据 
(l,y,),(2,y,) i  (T,yr) 
那么 ,通过 线性 回归 可 对 未 知人 参数 
ot] ар 
进行 估计 ， 并 进行 其 他 有 关 的 统计 检验 ， 设 最 后 得 到 的 回归 函数 
为 


Ў?( = G a+ Git +: чан (10.1) 
其 中 2; а, 的 估计 值 (i =0，1，…, k). РАНА (10.1) 
便 可 预测 某 时 期 的 y 的 值 . 


时 间 序列 预测 法 的 特点 是 仅仅 利用 y 本 身 的 历史 数据 ， 去 构 
造 y 随时 间 变化 的 趋势 的 表达 式 ， 而 不 去 分 析 影 响 y 的 其 他 因 
素 . 


10.3.2 ” 模 精 时 间 序 列 预测 法 


模糊 时 间 序 列 的 基本 模型 是 
У) = Р„+ Ри + P, к + Pit +e (10.2) 


УСАНА В (кем), Р, МНЯ НИИ 
(ї=0,1, 2, +, k), г 是 随机 误差 ， 满足 E(e》 =0. 

约定 Рй= P, 

我 们 的 任务 是 根据 历史 数据 确定 式 (10.2) 的 次 数 天 和 所 
有 模糊 系数 Р; (150, 1, =, k), АШ (10.2) 便 可 进 
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行 预测 ， 具 体 步 又 如 下 : 
(1) 获取 模糊 数据 ”如果 历史 数据 本 身 就 是 模糊 数 


Yu Kas. kr 
那么 可 以 直接 使 用 . 
如 果 历 史 数 据 尾 组 实数 
那么 ， 需 从 这 些 数据 出 发 构造 一 组 模糊 数 ， 可 用 如 下 两 种 方法 构 
ЖИ. 
方法 DD Ф 


u, = тах | п.л, Xo} 


s =ши{ж,л,у,ды| (62 2,3,7 1) 


而 ш = тах аул}, э = п, 
ur =тах|ят ‚лт, vr = тір [арау 
再 令 
1- -el 9, = x S u, 
ко -| % е: 
0 ， 其 他 
Ж с, = (ш, -0,)/2, а, = (u +2,)/2(:=1, 2, +, T), В У, 


是 以 参数 为 (a ,ci) 的 三 角 模 糊 数 ， 这 里 假定 ш, >s, НЗ г 
期 的 数据 受到 前 后 各 一 期 数据 的 影响 . 


方法 @ 令 
я! д, —- Ç < x =< x +G 
re) -| о ” 
0 , 其 他 
其 中 с 为 固定 正 实数 . 


(2) 确定 多 项 式 次 数 ”多 项 式 的 次 数 上 也 称 为 模糊 时 间 序 
列 的 长 度 ， 确 定 其 值 有 两 条 途径 ; 
ФЕН а, 或 %.(:=1，2，,，…, 了 ) 的 散 点 图 САН 10-1), Ж 
后 用 折线 连结 ， 将 上 取 为 折线 尖 点 个 数 加 1， 例 如 图 10-1 中 折线 
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ЖЕТА, ЕА. 


х 


о 


101 上 的 确定 


回 将 大 到 若 于 不 同 的 自然 数 ， 相 应 于 每 个 下 求 出 式 (10.2) 
的 回归 函数 
了 (= Pot Рич + P 


其 中 P.E P. (i=0, 1, --, В) МИНЕ. ЈЕ 


= уру, С (D) 
其 中 D ЖИВЕЕ, а ШАВ. 
选择 拟 合 度 最 大 的 作为 多 项 式 的 次 数 . 
(3) 确定 模糊 系数 的 估计 值 “假设 模糊 系数 Р, КЕНЕ 
P, G=0, 1, =, k) 为 三 角 模糊 数 
в = 1- eA в-а хв кз, 
0 ， 其 他 
其 中 (B,，s,) (i=0，1，…, 太 ) 为 待 确定 常数 。 
WE (В. s) (i = 0，1，…， В) 的 准则 是 使 每 对 Y, 和 
“(i) 尽 可 能 接近 ， 且 回归 函数 的 模糊 性 也 尽 可 能 小 . 
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TË h =р,( Үү, K'G))G=0, 1, 55, Т), АЕ 
(8, 5) (i=0，1，…,&) 的 问题 成 为 让 每 个 不 小 于 事先 给 
定 的 ИНЕТ, ШЖ Р», Ру, сз, Р, 的 模糊 度 达 到 
最 小 ， 即 

mins 
Ñ 2 h 
上 式 可 化 为 线性 规划 问题 ， 由 于 


ЕГО) = Bor Bitte + Вы 


ВС) 8“ ， =) 的 三 角 模 糊 数 ， 进 而 


0 
e, + Y s 

名 
其 中 1=1，2，…， T. 所 以 及 之 有 (t=1, 2，…，7) А 


В В 


У ев, - (1 - ho) у =a, + с,(1- h) 


т 


Yg, + (1 - ho) Yus, 2а, -ell -ho) 

名 5 

(81, 6) 0 =0, 1, 5, 上 ) 由 下 列 线性 规划 所 确定 
š 


mins = У а, 
5 


, , 
BB — (1 -ho) Drs = a, +с.(1-№) 
‚ ‚ 

2 + (1 - ho) Bs за, – (1 - h) 


ss >0 (г=1,2,+=,Ти = 0,1,.,k) 
解 此 线性 规划 ， 便 可 得 到 (B;，s# ) ， 从 而 求 出 Р, 的 估计 值 
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P .G=0, 1, +, №, ТЕНГЕ (10.2) 的 回归 函数 
к^) = Ёо+ Виж Br 《103) 
并 且 由 此 给 出 的 拟 合 度 不 低 于 А. 
由 式 (10.3) 便 可 进行 预测 ， 对 于 第 ;(s > 7) 期 预测 值 
了 (5) 是 一 个 三 角 模糊 数 ， 当 时 间 /变动 时 ， 工 " (4) 不 是 一 条 
曲线 而 是 一 条 “ 带 ”( 见 图 102). 


А 
x 
| Дд 
| 
° 四 Т 


图 102 模糊 值 预测 曲线 


中 三 条 曲线 自 上 而 下 依次 为 
АЧ) =В() +500) 
ЛЧ) =B(t) 
АО) =B(t) - (0) 
其 中 B(D Ж Y' (O 的 中 心 值 , s(1) Ж У") 的 模糊 度 . 
ЩА=1 时 ， 基 本 模型 式 (10.2) 成 为 线性 形式 
Y(t) = P + Put+e (10.4) 
例 10-2 模糊 时 序 模型 在 预测 市 场 销售 量 方面 的 应 用 ( 参 
见 文献 [22]): 
利用 线性 模型 (10.4) 预测 百货 商店 的 商品 销售 额 。 根 据 
文献 [22] 提供 的 数据 ， 由 实际 情况 取 h =0.5， 系 统 模糊 度 
$ = 0.3s, +0.7s, 
18 1973 ~ 1976 年 各 月 的 销售 额 估计 出 Р„ Ж P, 经 计算 
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РЯ 


得 РЬ ЖШ (4.57 х10°, 9.90 x 10) 为 参数 的 三 角 模糊 数 ， 
Р, ЖШ (4.41 х10?, 2.37 x10*) 为 参数 的 三 角 模糊 数 ， 且 系 


统 模糊 度 s=3. 31 х10*. 
然后 由 得 到 的 模型 预测 出 1977 年 各 月 的 销售 额 ( 见 
图 10-3). 


017273747367 & 9 10 H 12 
月 份 
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10.4 ”预测 问题 举例 


本 节 通 过 两 个 具体 实际 例子 来 说 明 如 何 真 接应 用 模糊 模式 识 
别 和 模糊 规划 来 进行 预测 . 

#1103 某 地 有 一 个 接触 交待 型 富 铁 矿区 ， 该 矿 与 阁 山 期 
中 性 岩浆 侵 人 条 岩 有 成 因 联系 ， 区 内 广泛 出 露 燕山 期 中 性 岩浆 岩 
和 奥 陶 系 中 统 灰 岩 ， 石 灰 二 码 纪 地 层 也 有 一 定 出 露 ， 且 构造 断裂 
和 裕 皱 广泛 发 育 ， 地 质 条件 很 复杂 ， 在 开采 前 , 需 先 对 开采 区 进 
行 有 无 铁 矿 预测 . 

预测 过 程 可 按 如 下 步 又 进行 : 

(1) 在 矿区 内 取 一 试验 地 段 ， 面 积 为 250km、 把 lkm 作为 
一 预测 单元 ， 并 把 坛 验 区 分 成 丙 类 ， “有 矿 ” 与 “无 矿 "， 它 们 
都 是 预测 单元 集 上 的 模糊 子 集 ， 分 别 记 为 А, В, МЕХ 
也 是 一 模糊 集 ， 用 《 表示 . 

(2) 在 1:25000 地 质 图 和 航 磁 图 上 取 下 列 五 种 地 质变 量 和 
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地 球 物理 变量 作为 矿产 预测 的 特征 量 ， 它 们 是 : 

人 中 性 岩浆 兰 在 单元 中 的 出 露面 积 (иг); 

@ 奥 陶 系 中 统 灰 岩 在 单元 内 的 出 露面 积 (万 m°); 

@@ 单 元 内 的 断裂 构造 长 度 m) 5 

多 单元 内 平均 航 磁 值 〈 伽 玛 ); 

@@ 单 元 内 最 高 航 磁 值 〈 伽 玛 ). 
ЯЗА м, xo, ху, җ, м 表示 . 

(3) 在 试验 区 内 选取 了 22 个 已 知 有 矿 的 单元 , 设 第 j 个 单 
元 上 前 述 五 个 特征 量 的 实测 数据 为 (zy,，xy，*y， ш, zy) (j=1， 
2，…，22). 


5 = 21$ ‚11 = у2 
% m =, а? = 
(i = 1,2,,5) 

则 模糊 集 “ 有 矿 ” А 的 对 各 个 特征 量 的 分 隶属 函数 为 

A.(x,) = exp[- (х,-®,)°/о{] (i=1,2,.,5) 

同样 ， 在 试验 区 内 选取 若干 个 应 判 为 “无 矿 ” 的 已 知 单元 ， 

建立 “无 矿 ” B 的 对 每 个 特征 量 的 分 隶属 攀 数 

Ва) = exp[ - (а; - xi) /or] (i=1,2,%,5) 
此 处 x! Жо 分 别 为 无 矿 单元 第 i 个 特征 量 观察 值 的 样本 均值 与 


样本 方差. 
有 关 的 参数 值 见 表 10-2. 
#102 试验 区 的 参数 值 
类 m = 
1 2 3 4 
ЖА, ЕТ 37.49 61.52 364.55 331.82 540.91 
44.78 29.82 941. 79 176. 30 312. 68 
в) Е 5.51 12.49 310 33. 08 23. 08 
с; 19. 88 25. 42 674.77 43. 85 43.85 


(4) 构造 模糊 集 С 的 对 各 特征 量 的 分 素 属 函数 
Cum) = exp[- (ы - Мой] (102,555) 
JP 2” Ж о? 分 别 为 待 预 测 区 第 ; 个 特征 量 观测 值 的 样本 均值 与 

样本 方差 〈 见 表 10.3)， 
3103 ”预测 区 的 参数 值 


ГИ 
参 数 
1 2 3 4 5 
x" 36.72 53.21 387.50 283.33 475.00 
а" 29.03 29.41 785. 63 128. 51 217.94 
(5) 分 别 计算 С.З A... В, (1=1,2,--,5) 的 格 贴 
ШЕЕ. 利用 2. 4 节 末尾 的 结果 ， 通 过 计算 可 得 
D.(Ç,, A.) =0.99989，Di( G2, А») = 0.98051, 


D,( С. 45) =0.99982, 
D,( C., As) =0.98469, 
D,( С.В.) =0. 57606, 


D,( Ç.. В.) =0.12148, 


D,( C4, A.) = 0.97501, 


bD,( C, B 


1) = 0.66552, 
D,( С.В) = 0.99719, 


D,( Cs, Bs) = 0.05079. 


(6) 由 于 


исни нйн “有 矿 ” ， 共 有 开采 价值 . 
例 10-4 在 植物 生产 科学 中 ， 种 植 密度 与 产量 有 密切 关系 
бы 


2 =Др) = 


Сы > (р = 1000) 
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其 中 p 表示 每 公顷 《10000m?) ЖЕНИЯ, о 表示 每 公顷 上 
木材 的 体积 ， 设 有 一 片 杉 树木 林 ， 其 密度 不 匀 ， 估 计 训 “大 约 三 
千 ".“ 大 约 三 千 ” 是 一 个 模糊 集 ， 记 为 4 ， 其 隶属 函数 


aol 
А (р) =е № 
试 估计 该 森林 每 公顷 木材 的 最 高 产量 . 


解 因为 F"(p) = -10°/(2р?) <0, 所 以 flp) 单 润 减 . 因此 
supf(p) =500, inff(o) =0， 从 而 
M (e) = Кр)/500 = 10°/p 


分 别 画 出 А (0) 与 МАРС 10-4). 


图 10-4 А, 的 隶属 函数 曲线 


由 图 10-4 可 以 看 出 , f 在 À 上 的 模糊 条 件 极 大 点 应 满足 方 


ж 
10" 


_(a-3000)2 
=e № 


р 
此 方程 有 两 个 解 ， 其 中 较 小 的 解 为 pv =2130， 于 是 /了 的 模糊 条 件 
极 大 值 为 所 2130) =234. 74(m  ) ， 即 该 森林 每 公顷 木材 最 高 产 重 
估计 为 234. 74m°. ` 


习 题 10 


1. 已 知 影响 某 地 区 汛期 降水 量 的 四 个 要 素 为 二 月 份 最 低 气温 < - s< 
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的 日 数 长 ， 冬季 (12-2 月 ) 极端 最 低 气温 低 ， 极 端 最 低 气温 出 现 的 时 间 
长 和 冬季 平均 气温 低 ; 它们 均 为 模糊 集 ， ДМШ д, À... As. 
А. 设 了 为 各 年 份 的 集合 ， 对 Vze X, x= (а, z, ху, х,), ЖИ, 
ж, ху, 为 分 别 表示 x 年 的 上 述 4 个 因素 的 数量 指标 ,定义 А, А„, 
Аз, Д. ҖЕ ШЕ: 


0 ， x< 4 
A (a) = ү 
4 s 4 
+ ( 5 ) ] , x > 4 
1 ‚ x <- 12 
AG) = ка 
Ë: (232) , x >-12 
о, 530 
4.05) = зм ‚ 30 <, <60 
1, 2260 
Е, x <3 
A (x) = 1-5 ‚ Зк < 3.6 
0 ‚ x 23.6 


令 EG) = (Аа) A А) ) У (Аа) Á (83) 


上 应 用 阔 值 原则 (a =0.6), 根据 E(x) ñ K oh, МЧ = (В, -13.4, 70, 
3.3) 时 ， 该 地 区 降水 量 的 大 小 . 

2. 某 人 买 一 件 衣 服 的 条 件 是 : 式样 一 般 4,， 质 量 上 对 4 ， 尺 寸 合适 
д, 价格 低廉 4， 现 有 五 件 衣 服 可 供 挑选 ， 即 0= 11, 2, 3, 4, 51. 每 
件 衣 服 评价 指标 见 下 表 : 


U 1 2 3 4 5 
А, 0 0.7 0.5 0.8 1 
А, Н 0.8 1 0.4 0.6 
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续 表 


U 1 2 3 4 5 
А. 1 0.8 1 1 0.8 
№ 1 0.33 0 0.25 0.5 


试 将 式样 、 质 量 、 尺 寸 看 作 模 糊 约束 条 件 ， 而 把 价格 当 作 目 标 两 数 ， 
用 同 模 糊 判 决 估计 该 人 人 买 哪 一 件 衣服 (0а =0.4, Ь=0.6)? 
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ия 模糊 决策 


决策 是 人 们 生活 和 工作 中 普遍 存在 的 一 种 活动 ， 是 各 类 管理 
过 程 的 核心 ， 也 是 执行 各 种 管理 过 程 的 基础 ， 本 章 重 点 介绍 几 种 
常用 的 模糊 决策 方法 


п.1 决策 及 其 过 程 
1.11 决策 


决策 ， 从 狭义 上 讲 就 是 抉择 ， 即 为 解决 当前 或 未 来 可 能 发 生 
的 问题 ， 从 圭 干 行动 方案 中 选择 最 佳 方案 的 过 程 。 比 如 ， 某 人 要 
外 出 办 事 ， 由 于 天 阴 ， 他 就 要 对 是 否 要 带 雨 具 这 个 问题 作出 决 
Ж; 一 个 企业 面 对 激烈 的 市 场 竞争 ， 对 一 项 新 产品 要 不 要 投产 也 
要 有 关 人 员 进 行 认真 的 调查 研究 后 作出 决策 ， 又 如 ， 春 秋 战 国 时 
期 的 孙 逐 为 田鼠 赛马 胜 齐 王 ， 三 国 时 期 的 诸葛 亮 作 “ 隆 中 对 ” 
都 是 决策 的 例子 不 过 ， 那 时 的 决策 基本 上 是 凭借 决策 者 的 经 验 
作出 的 ， 可 以 称 为 经 验 决策 

当今 科学 技术 高 速 发 展 ， 各 类 学 科 高 度 分 化 又 高 度 综合 ， 社 
会 化 的 大 生产 带 来 了 社会 活动 的 根本 变革 ， 使 之 变 得 越 来 越 复 
Ж. 在 这 样 的 大 系统 中 ， 完 全 靠 经 验 来 决策 是 行 不 通 的 ， 必 须 立 
是 于 科学 技术 ， 应 用 科学 方法 来 决策 。 当 然 这 并 不 是 排除 人 的 经 
验 的 有 用 性 ， 欠 恰 相 反 ， 只 有 求助 于 高 度 发 达 的 科学 技术 ， 才 能 
有 效 地 应 用 大 的 经 验 作出 好 的 决策 ， 那 么 什么 是 好 的 决策 呢 ? 有 
两 种 准则 一 一 最 优 性 准则 与 满意 性 准则 ， 最 优 性 准则 一 般 是 指 在 
理想 条 件 下 ， 达 到 最 优 的 目标 ， 但 实际 上 理想 条 件 往往 是 不 存在 
的 ， 有 时 最 优 目标 根本 无 法 实现， 因此 常常 放弃 最 优 性 而 追求 满 
意 的 结果 ， 这 就 是 满意 性 准则 不过， 我 们 常常 使 用 “最 优 ” 
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的 概念 ， 表 示 对 目标 具有 最 佳 符合 程度 或 最 满意 

决策 的 好 坏 关系 重大 ， 小 则 关系 到 事情 的 成 败 ， 企 业 的 盛 
豪 ， 大 则 关系 到 国家 的 生死 存亡 ， 因 此 ， 决 策 者 必须 有 科学 的 作 
风 ， 掌 握 科 学 的 决策 原理 和 方法 ， 多 做 调查 研究 尽 可 能 地 作出 止 
确 、 合 理 的 决策 


11.1.2 决策 过 程 


一 个 决策 ， 必 须 有 准备 、 人 分析、 讨论、 计算、 选择、 决定 、 
实施 、 修 正 、 总 结 等 环节 ， 这 实际 上 是 一 个 控制 过 程 ， 从 广义 决 
策 的 意义 上 讲 ， 决 策 与 控制 (下 一 章 将 介绍 ) 在 本 质 土 并 无 区 
Я]. 不过， 对 于 社会 经济 等 大 系统 而 言 ， 决 策 术语 似乎 使 用 较 
多 ， 而 控制 的 语言 则 更 多 地 使 用 于 技术 领域 
按照 这 一 观点 ， 前 几 章 介绍 过 的 排序 、 规 划 、 识 别 、 聚 类 以 
及 预测 都 可 列 人 决策 的 范畴 

决策 过 程 可 以 用 框图 来 表示 (LE 11-1). 


同 题 识别 


了 
确定 目标 与 约束 


ЖЕЗДЕ. umat 


图 11-1 决策 过 程 框图 


问题 识别 ”在 决策 之 前 ， 对 要 解决 的 问题 进行 认识 
确定 目标 与 约束 ”根据 实际 问题 确定 决策 目标 与 选择 约束 条 
件 ， 使 得 在 该 约束 条 件 下 ， 备 择 方案 集中 的 每 一 方案 都 是 可 行 
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的 . 
模型 构造 ”构造 数学 模型 ， 使 满足 于 约束 条 件 的 备 择 方 案 与 
目标 相 联 系 . 

预测 ”应 用 研究 未 来 的 理论 和 和 技术， 进行 对 输出 结果 的 科学 
预测 ， 为 决策 提供 科学 依据 

方案 选择 ”根据 模型 的 类 型 、 特 点 ， 选 用 适当 的 方法 ， 权 衡 
利弊 ， 从 可 行 解 方案 集中 选择 一 个 最 佳 方案 ， 这 是 决策 过 程 的 中 
心 环节 . 

实施 ”把 选择 的 方案 付 诸 实施 ， 但 要 随时 注意 执行 情况 ， 发 
现 新 问题 ， 及 时 修正 ， 调 整 ， 以 保证 达到 预期 目标 

以 上 就 是 决策 的 整个 过 程 

现实 中 的 决策 问题 ， 或 多 或 少 都 带 有 模糊 性 ， 对 此 我 们 不 必 
过 分 地 追求 精确 ， 因 为 过 分 追求 精确 反而 会 适得其反 ， 使 近似 于 
实际 的 程度 变 低 ， 而 适当 的 模糊 反而 会 更 符合 实际 ， 因 而 采用 模 
精 集 方法 来 处 理 这 类 决策 问题 就 比较 自然 ， 这 就 是 所 谓 模糊 决 
策 ， 但 要 说 明 的 是 ,模糊 决策 绝 不 是 放弃 数学 的 严密 性 去 拍 脑 
№, 相反 ， 它 是 用 严格 的 数学 方法 去 研究 和 处 理 带 有 模糊 性 的 决 
策 问题 ， 它 的 一 个 显著 特点 是 对 决策 者 经 验 的 合理 应 用 ， 并 能 够 
充分 体现 决策 者 的 主观 愿望 

为 了 不 使 涉及 面 过 宽 ， 本 章 只 限于 讨论 论 域 为 有 限 集 的 情 
形 ， 我 们 的 主要 任务 是 介绍 典型 的 模糊 决策 模型 


11.2 ”模糊 群体 决策 


模糊 群体 决策 又 叫 意 见 集 中 ， 它 是 从 个 体 的 优先 次 序 出 发 得 
到 群体 的 优先 次 序 从 而 作出 决策 。 群 体 决策 有 着 广泛 的 实际 背 
景 ， 比 如 评 聘 教授 、 评 选 先进 工作 者 、 评 选 获奖 项 目 及 在 经 济 管 
理 中 的 分 配 资金 、 确 定投 资 项 目 、 选 择 新 产品 开发 方案 、 各 领导 
层 中 重大 问题 的 决定 ， 都 需 经 过 民主 讨论 ， 最 后 集中 意见 .总 
之 ， 凡 是 经 过 个 体 讨论 达到 统一 意见 的 场合 都 离 不 开 这 一 关键 环 
节 一 一 意见 集中 ， 传 统 的 集体 表决 ， 领 导 裁 定 等 手段 都 有 不 合理 
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2АЕ. 因此， 给 出 一 种 定量 决策 方法 作为 定性 决策 的 辅助 工具 ， 
或 者 一 种 决策 支持 ， 甚 至 在 可 能 的 情况 下 取代 传统 的 定性 方法 就 
是 十 分 必要 的 了 . 

设 在 某 决 策 问题 中 有 = 个 方案 可 供 选择 ， 构 成 决策 问题 的 备 
择 集 ， 记 为 


О = {uu 
参与 决策 的 m 个 个 体 构成 一 个 群体 ， 记 为 

D = fd,d,,,d,l 
D 中 的 每 个 个 体 都 将 上 U 中 的 个 元 素 (方案 〉 排出 优先 次 序 ， 
或 称 排出 一 个 线性 序 ， 习 惯 上 称 一 个 线性 序 为 一 个 意见 ， 于 是 就 
产生 了 mm 种 意见 ， 如 何 将 这 m 种 意见 集中 成 一 个 意见 呢 ? 例如 ， 
设备 择 集 


0 = Ía,b,c,d] 
170= 14, 4,, 4,, 4,| 且 设 四 个 决策 者 对 忌 提 出 的 四 种 意见 
为 : 
Li:abed; bi:bcad; Ls:dabe; 1, ава. 
下 面 我 们 以 此 例 来 说 明 三 种 集中 的 方法 . 
11.2.1 评分 法 


设 五 是 忆 中 的 一 个 意见 ， 令 ze U，B,(u) 表 示 在 上 中 后 于 
u 的 元 素 个 数 ， 如 果 有 严 个 意见 五 ， 瑟 ， е, L,., В 


ви) = Y BG) 


B(4) 称 为 4 的 Borda Ж, 17 中 的 元 素 按 Borda 数 的 大 小 就 可 得 到 一 
个 新 的 意见 ， 易 见 ， 若 u 在 上 中 是 第 一 名, ШВ(и)=п-1, Жи 
是 第 二 名, Ви) =n -2，…， 若 是 第 上 名 ， 则 Bi(z) =n -k. 
此 B,(u) п] fE и 在 上 中 的 得 分 ，Borda ЖОЙ и 在 各 个 意见 
А, L,, =, L, 中 的 得 分 总 和 ШЕН, В (a) = 3， 


+240. 


В,(а) =1, B,(a) =2, B,(a) =3,  В(а)=3+1+2+3=9, Jj 
样 可 得 В(Б) =8, В(с) =3, В(4) =4. ТР ТЯ L: 
абас, ЦИ, 11, 1, L,, L, 集中 的 结果 . 

评分 法 简单 易 行 ， 但 有 时 会 出 现 集中 后 的 意见 与 人 们 的 直觉 
不 相 吻合 的 现象 ， 例 如 : 若 U=1a, Б, с, d, е, fl, 有 五 种 意 
见 如 下 : 

Li:abedef; Ls:abcdef; Ls:abcdef; Ls:abcdef; Ls:bcdefa. 
用 评分 法 В(а) =4x5 =20,B(b) =4х4+5 =21,B(c) = 16， 
B(d) = 11,B(e) =6,B(f) = 1 ,集中 后 的 次 序 为 L: bacdef， 这 
显然 是 不 太 合 理 的 ， 借 用 体育 比赛 的 术语 ，a 得 了 4 е, b 
得 了 1 块 金 牌 和 4 块 银牌 而 5 的 得 分 却 比 a 多 1 分 , 这 是 人 们 
当然 不 能 接受 的 - 


11.2.2 最 小 距离 法 


ЖА, І ЖОТА, ЖЕР U 中 的 一 对 元 素 (u， 
ш) (17), ЖХ 


0, 若 ui,& 的 顺序 在 L ЖП, 中 是 相同 的 
1, u;,u; 的 顺序 在 ЯП L, 中 是 不 同 的 
再 定义 上 1, 的 距离 d(L., L,) а Ж (и, и) ЮВЕ 
8(щ, ш) 30, BJ 
4(Һ,Ь) = }у\8(щ,ц,) ((щ,щ) Е U x U) 


ЗН т} ҖЕ, №, o, „, 要求 集 中 后 的 意见 上 与 
五， 五 ，…， 兽 的 距离 之 和 为 最 小 在 上 例 中 ， 用 评分 法 集中 
后 的 意见 为 L: арас, БЫЁ, 1,, В, 1, 的 距离 分 别 为 


d(L,L,) =0+0+0+0+0+1=1 


8(шщ„щ) -| 


d(L,L,) =0+1+0+1+1+0=3 ` 
d(L,L,) =1+1+0+0+0+0=2 
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d(L,L,) =0+0+0+0+0+0=0 


d(L,L,) + d(L,L,) + d(L,L,) + d(L,L,) 
=1+3+2+0=6 


经 过 枚 举 试验 ， 上 距离 和 为 6 是 最 小 的 ， 此 外 ， 书 : ой 与 各 意见 
的 距离 和 也 是 6， 因 此 按 最 小 距离 法 工 和 瑟 都 可 作为 集中 后 的 意 
见 . ' 


最 小 距离 法 的 缺点 是 尚未 找到 一 个 简便 实用 的 算法 来 求 距离 
和 最 小 意见 ， 并 且 和 集中 后 的 意见 也 不 唯一 ， 还 需 作 进 一 步 决策 . 


11.2.3 Bilin 法 


设 有 m 个 意见 把 UV 中 元 素 排 成 线性 序 ， 用 ЛЖ u, АР u, 
的 意见 数目 ， 令 


N, 
n= (је 12,6) 


这 样 就 可 以 构造 一 个 模糊 关系 К, ДНК (u, ш) =, ЖЖ 
u Р и, 的 程度 ， 显然 有 r=0, тт, =1(i#j). = (г) „К 
为 竞赛 矩阵 ， 可 以 证 明 R 的 1- 截 矩阵 满足 反对 称 性 和 传递 性 ， 
而 是 一 个 偏 序 ， 记 为 已 又 由 著名 的 Szpilrajn 定理 ， 任 一 偏 序 
都 可 扩张 为 一 个 线性 序 ， 故 PP 也 可 扩张 为 线性 序 ， 但 扩张 的 方 
式 一 般 不 是 唯一 的 ， 于 是 我 们 便 可 由 扩张 的 线性 序 找到 集中 的 意 
Ж. 具体 地 说 , 设 P 的 所 有 线性 扩张 组 成 的 集 为 多 在 风 中 要 
找 一 个 线性 序 二 ， 使 得 

X R(u,u) "ma 5, R (ши) 


(usu) ele 
即 车 Le #, ФР(1) = р ,RC и,) 表示 线性 序 工 与 模糊 关 
Ж R 的 “一 致 性 指标 ”， м 就 是 一 致 性 指标 最 大 的 线性 序 ， 
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称 为 最 优 线性 序 ， 也 就 是 集中 后 的 意见 
仍 用 前 面 的 例子 说 明 :; 
[и :абе@; Lbcead; Ly:dabc; табас. 
Чаша, us =b, u =e, щей, m =4 НА 


N. 
= R (u) = 0 
计算 得 А А ¿ 
"п 24» ra 5 47 та = . m = 4 
ты -3, та = 2, ra = 0(1 = 1,2,3,4). 
ЖШН r tr =1, 于 是 
3 3 3 
очах 
1 3 0 0.75 0.75 0.75 
1 o í 3 
в 4 4 _ 0.25 ,0 1 0.75 
+ 0 0 + 0.25 0 0 0.5 
0.25 0.25 0.5 0 
1 1 2 
3 4 + Ó 
ЖЕНЕ 
0000 
0 0 
Р = 0 1 
00 0 O 
оосо 


BDP = | (6, с), 表示 P 中 只 有 45 是 先 于 c 的 ， 其 他 元 素 不 可 比 
较 (无 先后 顺序 ). 将 己 扩 张 为 线性 序 ， 共 有 12 种 方式 ， 它 们 
是 

Lisabed; Li:abde; Ls:adbe; Li:dabes 
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12 :Басаз Liibade, Ly:bdac; IA:dbaei 
Li:bcad; Lio:beda; Lu:bdea; 1л, :Фса. 
计算 它们 的 一 致 性 指标 : 
Р) = У Ru,w) 
(aap) ert 


=0.75 +0.75 +0.75 +1 +0.75 +0.5 = 4.5 
同 理 Р(Ё:) =4.5, РОШ) =4, PC) =3.5, 
РОД) =4, PLD) =4, РО) = 3.5， 
Р(Щ) =3, P(L;) =3.5, РО) = 3， 
Р(1л) =3, P(Lb) =2.5. 
НЗ, L 的 一 致 性 指标 最 大 ， 故 abed 和 abde 为 最 优 线性 序 . 


1.3 ”模糊 相对 决策 


和 人们 认识 事物 ， 往 往 从 二 元 对 比 开始 ， 比如 按 个 子 的 高 低 ， 
给 出 一 些 学 生 的 排队 顺序 ， 就 是 两 两 进行 的 ， 但 是 这 种 方法 有 其 
局 限 性 ， 在 某 些 情况 下 并 不 适用 ， 比 如 我 们 比较 甲 、 乙 、 丙 三 人 
的 性 格 ， 就 不 会 像 排队 那样 得 出 一 个 确定 的 顺序 ， 常 常会 出 现 这 
样 的 情况 :“ 甲 比 乙 性 格 好 ”,“ 乙 比 丙 性 格 好 ”， 但 又 党 得 “再 
比 甲 性 格 好 ”.。 这 是 为 什么 呢 ? 实际 上 ， 这 个 问题 与 排队 问题 不 
局， 排队 时 ， 是 通过 比较 两 人 的 身高 (每 人 的 身高 是 确定 的 
可 用 实数 来 度量 ) 排出 顺序 , 但 人 的 性 格 不 能 用 一 确定 的 数 来 
度量 ， 因 此 也 就 无 法 给 出 其 顺序 . 这 里 要 考虑 的 是 “模糊 顺 
序 " ， 它 涉及 到 的 因素 较 多 ， 通 常 不 满足 数学 上 对 序 的 要 求 ， 主 
要 是 不 满足 传递 性 ， 从 而 导致 上 述 问题 的 出 现 ， 虽 然 如 此 ， 但 实 
际 问题 又 往往 要 求 我 们 排出 它们 的 顺序 ， 那 么 怎样 在 二 元 对 比 的 
基础 上 确定 整体 的 顺序 呢 ? 这 就 是 本 节 介绍 的 内 容 一 模糊 相对 
决策 法 要 解决 的 问题 .其 基本 思想 是 先 把 事物 两 两 对 比 ， 以 确定 
二 者 的 顺序 ， 然 后 根据 某 种 规则 得 出 整体 顺序 
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模糊 相对 决策 有 四 种 方法 
11.3.1 择优 比较 决策 法 


这 种 方法 引 自 心理 物理 学 ， 我们 举例 说 明 . 

#114 生产 乒乓 球拍 ， 哪 种 颜色 最 受 人 欢迎 , W U = 
ш, ш, шщ, ш, Us| 为 被 选择 的 红 ， 橙 ， 黄 ， 绿 ， 蓝 五 种 颜 
色 组 成 的 集合 . 

随机 抽 500 人 作为 被 斌 对象， 规定 每 人 试 20 次 ， 总 共 试 验 
20 次 /人 x500 人 = 10000 IK, 每 次 从 UV 中 选 出 两 种 颜色 对 比 ， 
从 中 挑 出 一 种 作为 自己 喜爱 的 颜色 ， 每 人 按 表 11-1 的 次 序 进行 
ВОН, ЖЕЛЕ 11-1. 

ж-а НИЕ 
ив я = ж 绿 蓝 


2- 
— 3 
10- | — 7. [ы 


当 把 红色 和 橙色 进行 比较 时 , 若 认为 橙色 比 红色 好 ,就 在 1 号 
空格 的 斜 线 下 方 划 “V”, 反 之 在 斜 线 上 方 划 “W"” ,其 余 相同 . 
把 择优 结果 统计 填 人 表 11-2. 
#12 + ОХ ЖЕ 


йж 


Ба арта ара з |+ м 
а 517 | 525 | 545 | 661 | 2248 | 22.48 | 2 
в 483 841 | 47 | 576 | 2377 | 23.77 | 1 
黄 475 | 159 534 | 614 | 1782 | 17.82 | 4 
绿 455 | 523 | 466 вз | 2087 | 20.87 | 3 
Е 339 424 386 357 1506 | 15.06 5 
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ДЕ 112 中 ,各行 的 总 和 按 其 大 小 顺序 就 给 出 了 人 们 诗 爱 
这 几 种 颜色 的 一 个 决策 ， 即 梭 ， 红 ， 绿 ， 黄 ， 蓝 . 


11.3.2 优先 关 茶 决策 法 


没有 个 对 象 u，，w,，…，u,， 按 照 某 种 关系 要 在 它们 之 间 
排 一 个 优 劣 次 序 ， 我 们 用 cy 表示 u, 5 и, 相 比 较 时 u, 比 и, 优越 的 
成 分 ， 它 满足 ce =0 (自己 没有 比 自己 更 多 的 长 处 ); 0«е,=1, 
© +в, =1 (把 双方 的 相对 长 处 加 在 一 起 的 总 量 为 1); 当 只 发 现 и, 
К и, НЕТ и, Ки, 有 任何 长 处 时 ，cy =1，ci =0; Ми, 
Би, 的 长 处 与 w и, 的 长 处 一 样 多 时 ，cy =c, =0.5， 于 是 便 可 得 
到 一 个 = хл EBE, 2 С = (ср), 称 为 优先 关系 矩阵 ， 取 Ae 
[0, 1], #[Ж С ВЕРЕ С, = (cy)}， 当 入 从 1 降 到 0 时 , ЖЕ 
次 出 现 C,， 它 的 第 i ПЕЧЕ КА, Д, 
算 作 第 一 优越 对 象 《 不 一 定 唯 一 ) ， 除 去 第 一 优越 的 那 一 批 对 象 ， 
就 得 到 一 个 新 的 优先 关系 矩阵 ， 用 同样 的 方法 可 取得 第 二 批 优越 
对 象 ……， 如 此 下 去 ， 可 以 将 全 体 对 象 排 出 一 个 优 劣 次 序 . 

例 112 设 忆 = lu, u, u] 为 甲 , 乙 、 丙 三 人 组 成 的 集 
合 ,按照 “待人 热情 ”这 一 尺度 给 他 们 排序 ， 通 过 专门 人 员 的 
判别 ， 得 到 优先 关系 矩阵 

0 0.9 0.2 
С = Ë 100. ] 
0.8 03 0 

令 和 从 大 到 小 依次 截取 ,得 


1 
0 
0 
1 
0 


0 
， бз=|0 
0 0 1 


当 A 降 至 0.3 时 ,在 Ce; 中 首次 出 现 第 三 行 除 主 对 角 线 元 素 之 
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> осоо 
7 
Бы 
и 
= 
Со з 
-o-oor 


外 ， 其 余 元 素 均 为 1!， 这 意味 着 uw， 对 其 余 元 素 的 优越 成 分 一 至 
地 越过 了 0.3， 因 此 把 и, 当 作 第 一 优越 对 象 ， 去 掉 w，， 得 到 新 
的 优先 关系 矩阵 


с" = М °з 
注意 到 аз {р 中 


的 第 一 行 除 主 对 角 线 元 素 外 其 余 为 1， 取 第 二 优越 元 素 为 m ， 故 
就 “待人 热情 ”来 说 ， 三 人 的 次 序 为 由，m ш. 

值得 指出 的 是 ， 此 方法 的 着 眼 点 是 “优越 忻 一 致 超过 A” 这 
几 个 字 ， 如 在 本 俩 中 C, =0.3, ЕВ и, 超过 三 分 , Ши, 超过 
и; Е, и; Би, 对 比 中 и, 是 不 如 ww 的 ,但 从 一 致 性 上 考虑 ， 
ДВ и, НЫЕ u, 的 前 头 ， 因 此 在 运用 时 ， 要 注意 所 联系 的 实际 问 
题 是 否 具有 这 种 特点 . 


11.3.3 相对 比较 法 


设 论 域 为 U= 和 ш, ua, се, ul, 对 ueU(i=1, 2, 
ч, 及) 等 元 素 需 按 菜 种 特性 排序 ， 我 们 可 先 在 二 元 对 比 中 建立 
比较 级 ， 然 后 再 通过 一 定 的 算法 化 为 总 体 的 顺序 

Bikin; 

(1) 建立 二 元 相对 比较 级 ”对 Y (uw;，&)， 所 谓 二 元 相对 比 
较 级 是 指数 对 Уш) Л), ЕЖЕ 

о, (ш), Аш) <1 

其 合 义 是 ,在 忆 Би н, а, 具有 某 特性 的 程度 
3 f,Gu) ВИ, ЯРА, (u) 就 表示 о, 具有 该 特性 的 程度 《 比 
较 级 可 由 统计 得 到 )、 

(2) НУЖНА jJ 
К л) 
2) ау а) 


и 
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ЖГ. 
=) ey АЮ «А00 


и 


яя д 
: 1 , (ш) fly) 
Шили) 2926384838 BE (ши) 取 作 1) 


и) л) 


ду - 
Юл | 


称 为 相 及 矩阵 . 
(3) 建立 整体 顺序 〈 求 隶属 函数 ) ”根据 相 及 矩阵 ， 列 出 
ЛЕ (ИИ). 


#113 排序 表 (f(a/b)) 


5 [Г 
щ ЕЯ = ГА min 
в 
ч 1 АСИ) s. Л (щ/и„) ш 
ш f болш) 1 ыы У (И и,) ш 
u, Рб) | f бла) =. 1 в 


表 中 最 后 一 列 的 值 是 相应 行 的 最 小 值 ， 即 
ш = ві (056) (2) (2 =1,2,--,) 
81113 设 论 域 忆 = lu, w, в] КТ, 次 子 ， 幼子 组 成 
的 集合 ， А Я “4457 ЖЕШ БН, дих 4 的 隶属 
Ж. 
解 ” 先 建立 二 元 相对 比较 级 { 见 表 11-4). 
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9101-4 ЕЛЕНА (/,(а)) 


n b 
щ ш ш м а а 
а а 
“ 0.8 | 0.5 а 0.3 | 07 
ш 0.5 0.4 
即 (т), Лав») = (0.8, 0.5) 


ыы), А05) = (0.5, 0.3) 
7,0), Аш) = (0.4, 0.7) 

长 子 与 次 子 的 二 元 相对 比较 级 是 (0.8，0. 5) ， 其 含义 是 长 
Tu 与 次 子 u 相对 照 ， 如 果 把 长 子 像 爸爸 的 程度 定 为 0.8 的 
话 ,那么 次 子 像 爸爸 的 程度 就 应 该 是 0.5， 当 然 0.8 和 0.5 并 不 
是 他 们 像 爸爸 的 绝对 度量 ， 而 是 具有 相对 性 〈 事 实 上 绝对 的 度 
量 是 得 不 到 的 ， 否 则 它 也 不 是 模糊 的 了 ) 

然后 建立 相 及 矩阵 及 整体 顺序 (ЖЖ 11-5). 


#115 ” 相 及 矩阵 与 整体 顺序 


5 | b 
ы (а | o | min w | | ú | mia 
a А 


ш 1 1 1 1 
sl ИЕШЕ 
L 8 7 7 ~ 

由 表 11-5 最 后 一 列 知 ， 长 子 最 像 爸 耸 ， 幼子 次 之 ,次 子 最 
不 像 . 


1.3.4 对 比 平均 决策 法 


我 们 通过 实例 来 说 明 这 种 方法 . 

例 11-4 WU = [uuu | 为 樱花 、 葡 花 、 萍 公 英 三 种 花 组 
成 的 集合 ，4 为 “ 美 ” 在 UV 上 的 模糊 集 ， 试 确定 其 隶属 应 数 . 

м 建立 二 元 相对 比较 级 ( 见 表 11-6). 


3 
= [а 


ш 
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Ж 11-6 三 种 花 的 相对 比较 级 (/,(a)) 


b 


щ = а m из а 
а 
u 1 ов | 09 四 05 | 04 1 
и 0.7 1 0.8 


定义 4, 对 А ММ 


А (u,) 


上 式 中 ，1/3 是 权 数 ， 


4) 


AG) 


А G) 


故 4 


_ Оба) ву (ш) +/„бщ)) 


(1 = 1,2,3) | 


共有 三 种 花 ， 各 占 1⁄3. 由 于 


ба) +, ба) +h lm)) 


3 
ще +0.8 + 0.9) < 0. 


„9 


Саба) +/„бв) +f. в) 


_ (0.7+1+0.8) 
3 


= 0. 83 


_ Ош G) +Л (ш) +в) ) 


3 


可 知 美的 次 序 从 大 到 小 为 樱花 ， 菊 花 ， 蒲 公 英 . 

这 里 各 种 花 的 权 数 是 相同 的 ， 即 它们 是 平权 的 . 但 如 果 考 虑 
偏爱 或 特殊 兴趣 ， 也 可 以 是 非 平权 的 ， 例 如 给 机 花 、 菊 花 、 薄 公 
英 分 别 赋 权 数 0. 1、0. 8、0. 1， 则 得 

А (ш) =0.1 xf.(u,) +0.8 ХХ, (ш) +0.1 ху, (ш) 


=0.1 x1 +0.8 x0.8 +0.1х0.9 = 0.83 
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А (шщ) =0.1 ху (ш) +0.8 ХЛ, (шщ) +0,1 х. (ш) 
=0.1х0.7+0.8х1+0,1х0.8 =0,95 
A(u,) =0.1 xf. (ua) +0.8 ХЛ, (из) +0. 1 ХХ, (из) 
=0.1х0.5 +0.8 х0. 4 +0.1х1 = 0.47 
从 而 ， 美的 次 序 为 菊花 ， НЕ, НАХ. 
菊花 在 此 夺 髓 的 原因 是 由 于 偏爱 者 给 它 加 上 了 很 大 的 权 数 . 


11.4 ”模糊 综合 决策 : 


在 实际 问题 中 ,我 们 总 要 比较 不 同事 物 然后 择优 取 用 .如 仅 
考察 单一 因素 ， 那么 问题 较 简单 ， 只 需 分 别 给 对 象 一 个 评价 分 数 ， 
依 分 数 高 低 ， 使 可 排出 对 象 的 优 劣 次 序 ， 然 而 ， 
多 种 属性 ， 有 的 属性 还 带 有 模糊 性 ， 人 们 对 这 
是 简单 的 “好 ”与 “不 好 ”， 而 是 用 模糊 语言 分 为 不 同 程度 的 评 
语 ， 此 时 在 进行 比较 时 ， 就 必须 既 要 兼顾 到 各 个 方面 ， 又 要 注意 
到 它们 程度 上 的 差异 ， 在 这 种 情况 下 要 排出 它们 的 次 序 ， 找 出 最 
优 者 ， 就 需 综 合 考虑 ， 这 就 要 用 到 模糊 综合 决策 ， 简 单 地 说 ， 模 
糊 综 合 决策 就 是 应 用 模糊 集 方法 通过 对 事物 所 涉及 到 的 因素 进行 
单一 决策 ， 然 后 综合 各 方面 的 情况 ， 给 出 该 事物 一 个 总 体 决策 

模糊 综合 决策 又 称 为 模糊 综合 评判 ， 它 有 着 广泛 的 用 途 ， 比 
如 在 生产 规划 、 管 理 调度 以 及 社会 经 济 等 复杂 系统 中 要 作出 任何 
一 个 决策 ， 都 要 对 其 相应 因素 进行 综合 考虑 ， 这 就 是 模糊 综合 
策 问题 


1.41 单 层 综合 决策 
假定 某 类 事物 由 п 个 因素 决定 ， 构 成 因素 集 


U = lun, уш} 
又 设 所 有 可 能 出 现 的 评语 为 m 个 ， 构 成 评语 集 
Ү = ow ,vl 


单 层 综合 决策 模型 为 
.251 。 


В =А. В 
ИФ ВЕ (Ы, 6,, 5, 5b。) 是 WV 上 的 模糊 集 ， 它 是 对 事物 的 一 个 
总 体 评价 ， 也 是 赖 以 作出 决策 的 依据 ; 4 = (а, ox, “l, а) 
UV 上 的 模糊 集 ， 称 为 权重 分 配 阵 ， 它 是 对 因素 的 一 个 统一 的 权 
97, ЖЕ 


Sal 
R= (r) wa 称 为 综合 评判 变换 矩阵 . 
综合 决策 的 步骤 如 下 : 
а) 单 因 素 评判 给 出 模糊 映射 
0-00) 
и, 1-5 f (u,) = (тустт) 
其 中 了 (w) 是 关于 因素 u 的 评语 模糊 向 量 ， 它 是 对 u, 的 一 个 评 
ft. ЛЬЕТ щ 具有 评语 ”的 程度 人 = 1，2，…，mns j=1， 
2, <, m). 
(2) 求 综合 评判 变换 矩阵 由 f Sh U B| V ВОВСЕ 
阵 R = R, = (r), 
即 为 综合 评判 变换 矩阵 . 
(3) 综合 评判 ”对 于 因素 集 上 的 模糊 集 4 = (а, а, е, 
4,) ， 通 过 R 变换 为 评语 集 V 上 的 模糊 集 
В = АВ = (b ,bb,) 
RP P, = Ú (a, A r) = 1,2,…,m). ВР ВН, ВФ 
В' = (ББ) 


b 
Ш b = = (j = 1,2,.--.,m) 


xa, 
根据 总 体 评价 如 及 最 大 隶属 原则 ， 就 可 对 该 事物 作出 决策 . 
若 要 找 出 多 个 事物 的 最 优 者 ， 可 进行 下 一 步 . 
(4) 计算 综合 决策 值 
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N= В.С? 
这 里 C = (а, ，c，…，cn) 是 评语 集 的 一 个 权重 分 配 ，C7 是 5 的 
转 置 矩阵 ， 按 普通 矩阵 的 乘法 ， 就 可 以 得 到 综合 决策 值 ， 然 后 根 
据 其 值 的 大 小 ， 便 可 找 出 该 类 事物 的 最 优 者 . 

#15 设 某 服装 厂 设 计 了 一 种 新 式 服 装 ， 试 就 样式 、 面 
料 、 耐 穿 程度 、 流 行 性 、 商 标 、 价 格 进行 综合 评判 ， 以 决定 是 否 
批量 生产 . 

解 由 题 意 ， 选 取 因素 集 

U = | 样式 ,面料 , 耐 穿 程度 ,流行 性 ,商标 ,价格 } 
= {шщ „из ,us ,Ua us ue] 
根据 人 们 的 习惯 ， 选 评语 集 
V = | 很 受 欢迎 ,比较 受 欢 迎 , 一 般 , 不 受 欢迎 } 
= ln, ,u>,t ва] 

请 一 批 专家 和 顾客 分 别 对 六 个 因素 进行 评价 ， 结 果 如 下 : 

и, (0. 55, 0.34, 0.10, 0.01) 

и, (0. 60, 0.15, 0.25 ,0) 

из (0. 25, 0.40, 0.15, 0.20) 

u, (0. 80, 0.12, 0.08, 0) 

и, (0. 50, 0.38, 0.12, 0) 

ué |->(0.21, 0.17, 0.44, 0.18) 

于 是 得 综合 评判 变换 矩阵 

0.55 0.34 0.10 0.01 
0.60 0.15 0.25 0 
0.25 0.40 0.15 0.20 
0.80 0.12 0.08 0 
0.50 0.38 0.12 0 
0.21 0.17 0.44 0.18 

不 同 的 人 ， 由 于 年 龄 、 性 别 、 爱 好 、 职 业 和 经 济 状况 等 的 不 
同 ， 对 服装 的 各 方面 的 要 求 也 不 一 样 ， 着 通过 调查 知 ， 这 批 人 对 
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各 因素 总 的 偏好 程度 为 (0.23，0.19，0.04，0.21，0.25， 
0.08) ， 那 么 可 得 权重 阵 
А = (0.23, 0. 19, 0.04, 0.21, 0.25, 0.08) 
由 决策 模型 ， 则 有 
В = А. R = (0.25, 0.25,.0.19, 0.08) 
归 一 化 , № B'= (0.32, 0.32, 0.25, 0.11) 
结果 表明 : 隶属 于 很 受 欢 迎 和 比较 受 欢 迎 的 程度 较 大 ， 如 按 
最 大 隶属 原则 ， 此 类 服装 是 受 欢迎 的 ， 可 批量 生产 、 但 隶属 于 一 
般 和 不 受 欢迎 的 程度 为 0. 36， 央 此 这 类 服装 还 需 改 进 . 此 外 由 
得 到 的 数据 还 告诉 我 们 一 些 其 他 信息 ， 例 如 价格 的 权重 为 0. 08, 
说 明 着 眼 于 价格 的 仅 有 0.08， 这 表明 人 民 的 生活 水 平 提高 了 
设计 服装 时 必须 予以 充分 注意 . 


1.42 多 层 综合 决策 


有 时 一 个 问题 的 诸 因素 往往 又 是 由 若干 个 因素 决定 的 ， 比 如 
在 对 高 等 院 校 进行 评比 时 ， 可 就 校风 、 校 萄 、 教 学 、 科 研 、 后 勤 
工作 等 几 个 方面 进行 考虑 ， 其 中 教学 的 好 坏 ， 又 是 由 师资 状况 、 
教学 设施 、 学 生 质量 等 因素 决定 同样 ， 低 一 层次 的 单 因素 ， 也 
可 以 是 由 更 低 一 层次 的 多 因素 所 决定 ， 对 这 类 问题 我 们 称 为 多 层 
次 问题 

对 于 多 层次 问题 ， 我 们 把 高 层次 的 诸 因 素 看 作 子 问题 ， 先 对 
诸 子 问题 分 别 进行 综合 评判 ， 然 后 再 对 总 体 进行 综合 评判 ， 即 先 
对 低层 次 因素 进行 综合 ， 再 对 高 一 层 的 因素 进行 综合 ， 这 就 是 多 
层 综合 决策 下面 给 出 三 层 综合 决策 模型 ， 仿 此 可 构造 出 任何 层 
次 的 决策 模型 . 


Ае R, 
B=AsR= A| ° № 
A, ° R, 


其 中 
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Е, F, 
Е ДЫКЫ АЈА, АЗАА 
А 4 为 各 层次 的 权重 阵 ;局 55, В, Во ВоВ В 
各 层次 的 评判 变换 阵 ;B,,…,B,;…,C,,…,C, 是 了 上 的 模糊 集 , 它 们 
分 别 是 对 最 低层 各 因素 的 一 个 评价 . 

$1 11-6 评价 信息 系统 总 体 规划 的 Fuzzy 模型 (参见 文献 
[23]): 

为 评价 信息 系统 总 体 规划 方案 的 优 劣 ， 以 决定 是 否 实施 该 方 
案 ， 可 根据 多 层 综合 决策 思想 ， 按 如 下 步骤 构造 评价 模型. 

(1) 因素 集 和 评语 集 的 确定 “确定 因素 集 和 评语 集 一 般 需 
和 专业 人 员 共同 确定 ， 其 原则 为 ， 既 要 全 面 又 要 抓 主要 矛盾 ， 否 
则 ,会 因 漏 掉 主要 因素 而 使 评判 不 准确 ， 或 因 选 取 因素 过 细 而 导 
致 不 必要 的 麻烦 . 

根据 分 析 、 选 取 ; 确定 因素 集 U = u, u, сз, „|, 其 
Жи(1=1, 2, +, 13) 8 А9117. 
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тое ‚0-10 20-10 г> t= инини 
Фу кй ГИ ФЕ ЕТЕТ 
ЁТЕ ТҮЗ ЖШ" ТЕРШИ ҮҮ 
НЕ я 一 яз ив “прш | ЗН 
118 иш в шаш | ©=зынаш+й 
= п тыюну 7 й— жй тет жун | шшш 
ЁТЕ ГТ шош ЕТИ 2 sia ине 
жокка КО: ТТ дива | эзан 
ЁТ FP] мы йн | zu s 
ГТЗ ГТ] ж m ЕТЕТ 
БЕЗ кой Ея БЕТ tm qis ИШИНЕ ЗЕНИТ ишик 
Езу кей ë g =S m ЕАН ВЕК 
К?Т ину Е жарыш "есин аа зва 
вы w = ГЕ в 一 хими 

ж в нежни 

СЫ ЕТТ Т ТЫЛЫ 
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由 于 因素 分 有 不 同 的 层次 ， 不 能 等 同 对 待 ， 要 按 它们 各 自 所 
属 层次 分 别处 理 ， 
确定 评语 集 V= | 一 级 ， 二 级 ， 三 级 ， 四 级 | = lu, n, в, 


|}. 

(2) 因素 层次 和 级 别 的 划分 ”层次 和 级 别 的 划分 见 表 11-7. 

(3) 评判 变换 矩阵 的 建立 

名 由 专家 独立 填写 评判 卡 ( 表 11-7) : 填写 时 ， 根 据 所 评 方 
案 的 具体 情况 ， 在 该 栏 的 空格 中 打 “W”，“ 现 有 设备 程度 ”， 
“ 现 有 技术 力量 程度 ”及 “物理 设计 的 费用 比 "， 可 由 方案 的 研 
究 者 或 主管 部 门 提供 数据 或 介绍 情况 

名 统计 评判 情况 ， 把 评判 的 结果 统计 汇总 ， 填 人 表 113， 表 
中 “ 风 辑 设计 对 目标 的 保证 度 x” 一 栏 ， 表 示 30 个 参加 评判 的 
人 中 有 20 入 认为 设计 对 目标 的 保证 度 是 一 级 的 ，10 人 认为 是 二 
级 的 ， 没 有 入 认为 是 三 级 、 四 级 的 .其 余 栏 类 同 . 
表 118 评价 结 染 统计 表 


вк м ак 级 3 
一 级 | 二 级 | 三 级 | 四 级 一 级 | 二 级 | = 四 级 

щ 0 | 0 [о 0 щ 0 0 о | з 
ш ,5 | ю |5 о Я 5 з [жю |о 
шщ 10 [515 ° ao 5 | |5 0 
ш фо [15 15 0 ш 5 5 |1060 
us 5 |2|35 0 un ° 5 | |5 
ue 0 ° |”? о шз 3 |0 ° о 
ш 5 |120 |5 0 


ФВ; 由 评判 统计 表 可 求 出 对 “逻辑 设计 对 目标 的 保证 
度 ”单个 因素 的 评价 


= (20 10 
в, = (30: 30:90) 
=(0.7,0.3, 0,0) 
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其 中 各 元 素 分 母 为 参加 评判 的 人 数 ， 分 子 是 评价 结果 类似 可 得 
В, =(0.5,0.3,0.2,0), В, = (0.3,0.5,0.2,0), 
С, =(0.3,0.5,0.2,0), С, = (0.2, 0.6, 0.2, 0), 
D, = (0,0,1, 0), D, = (0.2, 0.6, 0.2, 0), 
Е, =(0, 0,0,1), Е, = (0.2, 0.5, 0.3, 0), 
Е, =(0.2, 0.6, 0.2, 0), Е, = (0.2, 0.5, 0.3, 0), 
G =(0, 0.2, 0.6, 0.2), Н = (1,0, 0, 0) 
于 是 有 


CY _ {03 0.5 02 0 

в, (с) (02 0.6 0.2 о) 

р, 0 0 

ъ-(„)- (аз о 0.6 0.2 2 o) 

Е 0 1 

к (2 o. 0.5 0.3 о) 
-( 


0.2 0.6 0.2 9) 
02 0.5 0.3 0 

(4) ывлвевнах 应 用 二 元 择优 比较 法 确定 A, 
А,, А, А, А, А», А», 

先 求 4， 即 先 对 最 高 层 因素 и\, uy, и; (и 会 义 见 
表 117)， 作 统一 的 权衡 ， 具 体 做 法 是 : 选取 一 定数 目的 专家 
(本 例 20 Л) 独立 填写 择优 试验 卡 ( 表 19). 


` 19 择优 试验 卡 
项 Н ш ш us 
ш (6) (3) 
“% (1) (5) 

“з (4) (2) 


表 中 序号 (1) ~ (6) 表 示 填 卡 顺 序 ， 当 把 因素 w, Бш, 进行 
比较 后 ， 若 认为 xs? Би 重要 ， 就 在 (1) 号 空格 的 斜 线 下 方 划 
М, 反之 就 在 斜 线 上 方 划 “V”， 其 余 相 同 ， 把 择优 结果 统计 
汇总 填 人 表 11-10. 


表 11-10 内 素 择优 次 数 表 


项 Н ш в us x х/т 
ч\ 34 > 61 0.5 
шу 6 15 21 0.2 
© рв 25 зв °з 

总 和 120 


由 表 11-10 的 最 后 一 列 可 得 4 = (0.5, 0.2, 0.3) ， 类 似 可 
求 41=(0.4, 0.2, 0.4), А, =(0.3, 0.2, 0.2, 0.1, 0.2) ,4,, 
=(0.7, 0.3), А, = (0.6, 0.4), 4, = (0.3, 0.7), А, = 
(0.6, 0.4). 

(5) 综合 评判 ”由 于 


В, 0.7 03 0 O 
Ау» В, =А, • | В, |= (0.4,0.2,0.4) e |0.5 0.3 0.2 0 


B, 0.3 0.5 02 0 
=(0.4, 0.4, 0.2, 0) 
0.3 0.5 020 
0.2 0.6 02 о} 
= (0.3,0.5, 0.2, 0) 
A, ° В, =(0.2,0.4,0.6,0) 


Ане R, =(0,7 ,0.3) ° [ 


4° R, =(0.2,0.5,0.3, 0.3) 


з 


А = R, =(0.2, 0.6, 0.3, 0) 


* 259. 


0.3 05 02 0 
02 04 06 0 
= (0,3, 02, 0.2, 0.1, 0.2) - |02 05 03 03 
02 0.6 03 0 
0 02 06 02 
=(0.3, 0.3, 0.2, 0.2) 


А,» В, 04 04 02 0 
В =А• | А,» В, |= (0.5, 0.2,0.3) |03 0.3 02 02 


Н 1 0 о 0 


= (0.4, 0.4, 0.2, 0.2) 
Н—# В'= (0.3, 0.3, 0.2, 0.2) 

由 B' 知 ,隶属 于 一 级 、 二 级 的 程度 均 为 0.3， 隶 属于 三 级 、 
四 级 的 程度 都 为 0.2， 根 据 最 大 隶属 原则 ， 此 方案 是 比较 好 的 ， 
可 以 实施 ， 但 尚 有 不 是 之 处 ， 实 施 前 ， 还 需 修 正 完善 


11.5 ”模糊 一 阶 决策 
11.5.1 评判 空间 与 评判 函数 


模糊 二 阶 决策 也 是 对 多 个 因素 所 影响 的 方案 进行 决策 的 方 
法 ， 其 基本 思想 是 在 评判 空间 内 ， 利 用 评判 函数 来 进行 决策 ， 下 
面 先 介绍 评判 空间 与 评判 函数 的 概念 . 

备 择 方案 集 和 因素 集 分 别 记 为 


S = 
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Иа уы} 
给 出 映射 R:S x U— [0, 1], R= (my),xn 称 为 评判 矩阵 ， 
其 中 + =R(s, u) НУ Е и, 上 的 特性 指标 ， 显 然 ，s; 
的 特性 向 量 


R| = (мт) в [0,1]" 


可 视 为 中 的 模糊 集 . 
我 们 把 由 备 择 方案 集 5, 因素 集 乙 及 评判 矩阵 只 组 成 的 三 元 
结构 (S，U，R) 称 为 评判 空间 . 
若 映 射 +#，[0，1]" 一 Y (全 体 实数 ) 是 正则 〈 即 A (0, 0, 
…, 0) =0) М, 递增 和 连续 的 ， 则 称 为 评判 函数 ， 记 为 
D = fln "as, ) 
下 面 是 评判 函数 的 三 种 具体 形式 : 


(0 р = Ува (a20,j<m) 
й 


DD = (6 Аа) (6 e [01], т) 
(3) p, =: (e >0,ј< т) 
БЕЯ Ы а, =1/m, b =c =1 (єт) 时 ， 可 简化 为 


分 别称 为 平均 、 最 大 、 最 小 方法 . 

11.5.2 模糊 二 阶 决策 
利用 评判 空间 和 评判 函数 进行 决策 的 一 般 步 又 如 下 : 
(1) 给 出 备 择 方案 集 S. 


(2) 找 出 因素 集 U. 
(3) 确定 评判 矩阵 R. 
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(4) 构造 评判 西数 人 
(5) 计算 评判 指标 : 


Р(х) = татат) 全 =) 


最 后 将 DCs)，D(s)，…，D(s) 按 大 小 排序 ， 按 序 择优 ， 即 可 
得 到 最 佳 方案 

一 般 情况 下 ， 若 仅仅 取 平均 、 最 大 、 最 小 方法 可 能 会 产生 片 
面 性 , 因此 ， 在 计算 出 D,，D,，D, 之 后 ,可 将 D., D,, Р, 作 
为 新 的 办 素 集中 的 元 素 ， 利 用 它们 再 作 一 次 评判 ， 这 就 是 为 什么 
把 此 方法 称 为 模糊 二 阶 决策 的 原因 . 

《6) 二 次 评价 : 

令 И, =4р,, D,, D1, В = ($х0,), BH 


da do ds) s, 


d. 4„ 4, s 


D В b, 
нау, da = ла, do = А1, 2, з, п), 
于 是 得 到 一 个 新 的 评判 空间 (S，U。，R。) ， 再 对 它 作 评 判 . 


评判 函数 了 可 根据 实际 问题 的 需要 和 对 它 的 要 求 ， 重 新 构造 ， 比 
如 可 令 


f(D.,D,,D,) = 0, +е,0, же (е0, j<3) 
ЖЖ а =704,, 4л, da), 将 di(i=1，2，…,，n) 按 大 小 排序 ， 


据 序 择优 ， 便 可 得 到 最 后 决策 . 
例 17 图 112 中 的 哪 一 个 图 形 最 “ 
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(а) (b) (ç) ‹4) 


图 112 ”四 个 不 规则 图 形 


解 ИЗ, s, s, s|, Сеш, ш, ш, ш], Eh 
u < 4тА(з) 
ИШ 
式 中 的 4(si) 为 5 的 面积 , L(s;) 为 s 的 周 长 ， 经 计算 得 
ту = 0.9, r, = 0.8, ra =07，r =0.9 
t 28 s, 所 包含 的 最 大 圆 的 面积 与 s; 的 面积 之 比 ， 其 比分 别 为 
ro =0.6, љ =04，m =08，m = 0.9 
us 28 s, 的 面积 与 包含 s, 的 最 小 圆 的 面积 之 比 ， 其 比分 别 为 
mm=07，m =04，m =0.7, т = 0.6 
шщ 为 s; 是 否 是 凸 图 形 ， 用 “1” 表 示 *: Я, F “0” OR 
非 凸 ， 故 有 


ты =0, ra =l, ra =l, ra=1 
于 是 ， 得 到 评判 矩阵 
0.9 0.6 0.7 
0.8 0.4 0.4 
0.7 0.8 0.7 
0.9 0.9 0.6 
从 而 得 到 评判 空间 (5，U，R)， 又 由 简化 公式 有 


_ (0.9 +0.6 +0.7 +0) 
= 4 


= Бо 


d. = 0.55 
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4» =max(0.9, 0.6, 0.7,0) = 0.9 
ds =min(0.9, 0.6, 0.7,0) = 0 
d, =0.65, d, = 1, d, = 0.4 
dy =0.8, do = 1, ds = 0.7? 
da =0.85, d. = 1, do = 0.6 


0.55 0.9 0 

065 1 04 
所 以 R, = 

0.80 1 07 

0.85 1 06 


新 的 评判 空间 为 (5，U。，R。) ,其 中 U, = 10, D,, D.) , #2 
(D, + D, + D;) 
3 


可 得 d, = 0.48, 4 = 0.68, d, = 0.83, d, = 0.81 
从 而 判定 ;。“ 最 圆 " л “最 不 圆 ”. 
щи 


1. 农业 生产 方案 的 优选 : ИНЕТЕ Ж з, ы, хз, ЖЇЗ 
PSI F 38: 


а= f(D,,D,,D,) = 


经 W 指 Ж ж x” з 
亩 产 / 斤 1850 1400 2150 
每 百 斤 产量 费用 /元 48 4,1 6.5 
每 亩 用 工 / 工 35 22 52 
每 亩 纯 收 和 人 /元 125 115 50 
土壤 肥力 /级 4 4 2 


对 各 指标 赋 以 权重 《0. 25, 0.25, 0.1, 0.2, 0.2), ЖЕНИХ, 
分 别 用 评分 法 和 Blin 法 对 x; дъ, x 排序 . 
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2. 设 0= la, b, с), Жа, 5, ВУЛ, Ва. b. c 5 
另 一 几何 图 形 4 的 相似 情况 .已 知 车 4 与 5 比较 ,a 与 4 相似 程度 为 0. 32， 
则 ”与 过 相似 程度 为 0.46; Бе, b 与 4 相似 程度 为 0.40， 则 与 4 
相似 程度 为 0. 64; суа 比较 ，c 与 4 相似 程度 为 0.46, Ме у а 相似 程度 
为 0.54， 试 分 别 用 模糊 优先 关系 定 序 法 、 相 对 比较 法 、 对 比 平均 法 〈 平 
权 》 按 与 图 2 最 相似 特性 确定 a，5，c 的 次 序 . 

з. 城市 绿化 中 ， 对 U= {ш (梧桐 ) ш (890), и, (ЧИ) 选美 
通过 二 元 对 比 ， 我 们 有 下 列 比较 级 ; 

(бы) foal)) = (®8,0.7), (бш), 天 Ga)) = (0.8,0.4), 
Ол бш). Аба) = (0.5, 0.9). 
试用 相对 比较 法 排出 它们 “ 美 ”的 顺序 . 

4. 在 对 华南 某 些 地 区 种 植 橡胶 的 适宜 程度 的 综合 评判 中 R U = | 年 
平均 气温 ， 年 极端 最 低 气温 ， 年 平均 风速 V= | 很 通 宜 ， 较 适宜 ， 适 
В, йй}. В 1960 - 1978 年 历史 资料 ， 对 南宁 、 万 宁 隔 好 区 的 单 因 
ВЕ. : 


0.42 058 о 0 у 1 0 оо 
Ras -| о 0 026 ss) 25 -es 0.05 0 ] 
O 0.11 0.26 0.63 о о от 
如 果 着 眼 权重 分 配 为 4= (0. 19，0.80,0.01) ,那么 ， 试 分 别 对 南宁 ,万 
宁 两 地 区 作 一 综合 决策 
5. 在 教学 过 程 的 综合 评判 中 ， 取 U = | 清楚 易 懂 ， 教 材 熟 悉 ， 生 动 有 
趣 ， 板 书 整 齐 清楚 | ，Y= | 很 好 ， 较 好 ， 一 般 ， 不 好 }， 设 某 班 学 生 对 教 
师 的 教学 评判 矩阵 
0.4 05 01 0 
06 03 01 0 
01 0.2 06 01 
0.1 0.2 0.5 0.2 
着 考虑 权重 分 配 4= (0.5, 0.2, 0.2，0. 1) ， 试 求学 生 对 这 位 教师 的 综合 
评判 - 
6. 对 某 产 品质 量 作 综合 评 判 ， 考 虑 从 四 种 因素 来 评价 产品 U= ш, 
ш, иу, ш), ЖАЛАР у= |1, Ш, Ш, N), ЖЖЖ 
判 矩阵 
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0.3 06 01 0 
R= 0 02 05 03 
0.5 03 0.1 0.1 
0.1 0.3 0.2 0.4 
县 设 有 两 种 对 因素 权重 分 配 
А, = (0.5,0.2,0.2,0.1), А, = (0.2, 0.4, 0.1, 0.3) 
试 评价 此 产品 按 两 种 权重 分 配 情 况 下 ， 分 别 相对 地 属于 哪 级 产品 . 

7. 某 产品 由 9 个 因素 组 成 , ХЕ |x. ，xs，…，%%| ， 产 品 的 质量 分 为 四 
АА, УЕ, y, уз, у}, 9 个 因素 按 某 种 属性 分 为 三 组 : X. = {x,， 
它们 所 对 应 的 单 因 家 评 
判 矩 阵 分 别 为 : 

0.36 0.24 0.13 0.27 0.30 0.28 0.24 0,18 
R, [= 0.32 0.25 s") к, Е 0.36 0.12 °>) 
0.40 0.22 0.26 0.12 0.22 0,42 0.16 0.10 
0.38 0.24 0.08 0.20 
[э 0.25 0.30 н") 
0.24 0.28 0.30 0.18 
设 对 五 的 因 索 权重 分 配 为 4 (i=1, 2. 3), H 
А, = (0.3, 0.42, 0,28), А, = {0.2,0.5,0.3), 
А, = (0.3, 0.3, 0.4) 

把 R= (Ае R. А5 Е, А В.) = 1, Х,, Х,| 的 单 因素 
ЖИЕ, ЖЖ Х,, Х,, X, 的 权重 分 配 为 4= (0.2, 0.35, 0.45), М 
该 产品 相对 地 属于 什么 等 级 
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第 12 章 Ë £ É H 


现代 控制 理论 已 经 在 工业 控制 和 空间 技术 等 很 多 方面 取得 成 
功 的 应 用 ， 其 过 程控 制 基于 被 控 对 象 的 精确 的 数学 模型 .但 对 于 
许多 实际 问题 ， 比 如 在 炼 钢 炉 的 治 炼 过 程 、 化 工 生产 中 的 化 学 反 
应 过 程 、 工 业 锅炉 的 燃烧 过 程 等 等 ， 系 统 具 有 不 同 程度 的 时 变 
性 、 非 线性 及 强 耦 合 性 等 特点 ， 建 立 此 类 过 程 的 精确 数学 模型 十 
分 困难 ， 甚 至 是 办 不 到 的 .在 这 种 情况 下 ， 富 有 经 验 的 技术 操作 
大 员 或 专家 却 能 够 提供 有 意义 的 启发 式 规则 和 经 验 原则 来 进行 有 
效 的 控制 ， 为 使 机 器 能 够 模拟 人 的 做 法 进行 自动 控制 ， 必 须 将 人 
的 控制 经 验 定 基 化 ， 即 数学 化 ， 并 运用 微机 的 程序 来 实现 这 些 控 
制 规 则 ， 这 使 产生 了 模糊 控制 的 理论 

本 章 主要 介绍 模糊 控制 的 基础 理论 及 其 基本 原理 和 实现 方 
法 ， 并 给 出 两 个 应 用 实例 


12.1 模糊 语言 的 集合 描述 


所 谓 模糊 语言 ， 又 称 自然 语言 ， 其 重要 特点 是 它 具 有 模糊 
性 ， 即 自然 语言 中 某 些 词汇 难以 用 定量 化 的 方法 确定 它 的 外 延 
自然 语言 的 这 种 模糊 性 是 人 类 思维 方式 的 特点 ， 是 人 类 解决 复杂 
问题 ， 表 达 复 杂 思 想 所 必 不 可 缺 的 ， 要 想 让 计算 机 能 模拟 人 脑 轧 
维 ， 从 而 更 多 地 代替 人 类 执行 思维 推理 、 判 断 任务 ， 就 必须 用 数 
学 语言 对 自然 语言 进行 描述 ， 将 自然 语言 形式 化 ， 使 其 转化 为 计 
算 机 所 能 接受 的 算法 语言 


12.1.1 ЖШ 


在 自然 语言 中 能 够 表达 一 个 完整 概念 的 最 小 单位 称 为 原子 间 
WJ. pin, 天、 地 、 黑 、 白 、 美 、 于 、 快 、 慢 等 都 是 单词 为 了 
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用 集合 描述 单词 ， 就 要 选 定 一 个 论 域 0。 一 类 单词 构成 一 个 集合 
„Т, 语义 通过 从 了 到 忆 的 对 应 关系 N 来 表达 ， 是 一 个 模糊 关 

系 ， 对 任 一 固定 的 单词 ee7， 记 
N(a,u) = А (и) 

4 ЖШ ЕВИ, N (а.ш) 表示 属于 7 的 单词 与 属于 
的 对 象 u 之 间 关 系 的 程度 . 当 д 是 一 个 普通 集合 时 , 词 。 叫 做 明 
人 确 的 ， 否 则 叫做 模糊 的 . 

例如 ， 为 了 用 集合 表示 年 龄 这 一 概念 ， 我 们 选取 论 域 U = 

[0,200] “年 老 ” 与“ 年轻" 分别 可 用 U 上 的 模糊 集 Q ЯП Y 表示， 
其 隶属 函数 分 别 为 


0 А 340 < ú < 50 


ШИШ , 当 50 < u = 200 
1 ‚ 当 0 <u<25 
[ву ‚ 当 25 <и < 200 


隶属 函数 曲线 见 图 12-1. 

单词 之 间 通 过 连接 词 “ 或 ”“ 且 ”连接 起 来 ,或 者 在 单词 前 
面 加 “ 非 "， 均 构成 词组 ， 如 “ 亚 非 拉 ”"、“ 中 老年 "、“ 非 金属 ” 
等 . 


“年 轻 ” “年 老 ” 


图 12-1 “年 轻 ” 与 “年 老 ” 的 隶属 函数 曲线 
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单词 的 这 种 逻辑 组 全 对 应 于 相应 的 集合 运算 ，“ 或 ”对 应 
о, “В” хт, “ЯЕ” ў с. 
例如 : 


[ 亚 非 拉 ] = [ 亚 ] U [ 非 ] Ú [ 拉 ] 
[中 老年 ] = [中 年 ] U [老年 ] 
[ 红 花 ] = [ 红 ] п [#] 
[ 非 金属 ] = [金属 ] 
当 单词 的 集合 描述 确定 之 后 ， 词 组 也 可 以 用 集合 措 述 了 例如 
[年 轻 或 年 老 ] ; 


1 , 0<и%25 
осада 
(тодош = (5) ‚<= 
[+ (二 ; 50 <и < 200 
[ 非 年 轻 ] : 
0 ， 0gus25 
И(и) = г + [25 А 5 < a 200 


12.1.2 模糊 语言 算 子 


在 自然 语言 中 有 一 些 修饰 词 ， 置 于 某 个 词 前 面 ， 会 改变 该 单 
词 的 意义 ， 把 原来 的 单词 变 成 一 个 新 的 词 . 这 些 修饰 词 可 看 成 一 
种 算 子 ， 称 为 语言 算 子 ， 下 面 介绍 常用 的 三 种 算 子 . 

12.1.2.1 语气 算 子 

把 “很 "、“ 极 ”" 、“ 非 常 ”，“ 特 别 ” 等 词 置 于 一 个 单词 前 面 
(R “48267. “НВ”, “ЧЕН”, “367 Н ) 便 改变 了 
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该 词 的 肯定 程度 ， 这 些 词 叫做 语气 算 子 . 
语气 算 子 定义 为 . 产 (U) 上 的 一 种 映射 ; 


其 中 入 


:FU — Z(U) 
(H(A (ш) = ГА (u) ]* 
为 某 一 正 实数 ， 当 4 >1B. H, 称 为 集中 化 算 子 ， 当 


A<1 时 ， Н, 称 为 散漫 化 算 子 . 
对 不 同 的 A， 有 不 同 的 意义 ， Н, 叫 “ 很 "; НМ 7, 


本 ;s 叫 “有 / 


L 


点 ”"，Ho ss 叫 “稍微 有 点 ”等 等 ， 例 如 
[很 老 ] (>) = Н,[Ж](и) = ([ 老 ](w))? 
0 ‚ 340 < u < 50, 
[+ (0)] ми 


略 老 ](z) = Н[Ж](и) = (1 (4) 
0 ‚ 340 <и 50, 


а. 
-т 


[+ (29) 7] ‚450 < u = 200 


[ 极 老 ](z) = B.[38](u) =《[ 老 ](w))* 


0 ‚ 当 0 = u=50, 


[+ (与 多 本 ‚ 当 50 < u <200 


隶属 函数 曲线 见 图 12-2. 


12.1.2. 


将 “大 


2 模糊 化 算 子 
概 ”、“ 近 似 于 ”、“ 好 像 ” 等 词 置 于 一 单词 前 面 , 把 


该 词 的 意义 模糊 化 ， 称 为 模糊 化 算 子 ， 模 糊 化 算 子 可 以 表示 为 论 
域 UU 上 的 一 个 相似 关系 Е. ЮЖ = (о, +=), ЖЕНИ 
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[很 老 } 


图 122 隶属 函数 曲线 
为 正 态 分 布 形 式 . 即 ; 
ee , Щи! < 


| 
0 М | u —- vul 5 


式 中 5 为 参数 ， 其 取 值 大 小 反映 模糊 化 的 程度 - 
设 4 表示 某 一 单间 ,经 模糊 化 算 子 FF 的 作用 ， 得 到 一 个 用 


模糊 集 表示 的 单词 : 
(FCA))G) АСЕ» A)Gu) = V. (E(w) A 4) 
1, w=4 
例如 А(и) = L; НРУ 
则 有 
(РСА) (и) = У (E (u) A Á (0)) = E (uA) 
_ ee. 1и-41<5 
Ë , 1-41 >65 


图 12-3 rh A(u) 表示 一 个 确定 的 数 4, 而 (F( À )) (u) 则 表示 
一 个 峰值 为 4 的 模糊 数 , 它 对 应 的 证 为 “大约 4” 或 记 为 4 . 
. 271, 


«У 


图 123 A(u) S(F( À ))(u) 的 曲线 


12.1.2.3 判定 化 算 子 
“ы”, “ДЫР”, “多半 是 ”等 词 也 可 以 看 成 一 种 竺 子 ， 
使 某 一 单词 化 模 类 为 表 定 ， 对 其 模糊 的 措 述 给 出 粗糙 的 判断 ， 这 
种 算 子 称 为 判定 化 算 子 ， 记 为 P,(0 < a < +): 这 里 
Р.А (и) = dl А 1 
其 中 Р, 为 判定 化 算 子 ,d, 为 定义 在 [0,1] 区 间 上 的 实 函 数 、 


0, Шла 
а, = с, a <x<1-a [o <a <>) 
1 ， 当 x >1-a 
例如 , [年 轻 ] 的 隶属 函数 为 
1 , 0<u=<25 
мб) -hy , 25 <us200 


当 w=30 时 ,p(w) = + , ЖШ 


[4911228] (и) = РГА) (ш) = СГА (и) } 
_ 9. и> 30 


1, и < 30 
这 里 = 二 , 算 子 РУП ШШЕ”. 作用 结果 如 图 12-4 所 示 . 
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жи) 


05 


12.1.3 语言 值 


[年 轻 1 


АЕ 


30 и 


Е 124 隶属 函数 曲线 


自然 语言 中 的 一 些 词 可 以 数量 化 ， 如 “大 " 、“ 小 ”、“ 高 ”、 
“ 低 "、“ 轻 ”、“ 重 ”等 ， 以 及 加 上 语言 算 子 扩大 的 词汇 如 “很 
大 ”、“ 不 大 ”、“ 非 常 小 "、“ 偏 大 ”等 都 称 为 语言 值 ， 它 们 都 可 
以 由 实数 域 R 或 其 子 集 为 论 域 的 模糊 集合 来 表示 - 

例如 , WU = 11,2,3,…,10} 


[倾向 小 
[不 大 也 不 小 


1 
4 819 710 
1 0.2 
1 5 
нх] 
0.04 016 ,0.36 ,0.64 ,1 ,l,l 
4 + 5 +6 +7 tg 9° 10 


= Pi[ 小 ] = 十 + 二 + 村 
= 工大】 站 [小 ] 
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= °з + 2+ + 2. + 25 + “4 + 92 
语言 值 之 闻 可 以 施行 两 种 运算 ， 其 一 是 把 它们 看 成 让 上 的 
模糊 子 集 而 进行 集合 运算 ， 其 二 是 像 模糊 数 那样 ， 进 行 四 则 运 
算 . 
É Е,Е 为 两 个 语言 值 ，* 代表 实数 间 的 一 种 四 则 运算 ， 
规定 E E 之 间 的 运算 * 如 下 : 
Шр (2) =, {шк (х) А ре (у) 


L ов 02 02 08 1 
= t ta 


01121 ЖЕ = 
Е = Е ЕЯ. 
LA02 I1A08 1Л1 08A02 08A08 


试 求 


ЕЕ t 143 рва 2+2 + 2+3 
208 А1, 0202 02Л0В 02Л1 
2+4 + 3+2 3+3 Í 3+4 
-1LA02 ,(LA08) V (0.8 A 0.2) 
"3 4 
Ол) V (0.8 A0.8) V (0.2 A 0.2) 
5 
(008 ЛІ) V (0.2 A0.8) 0.2 Ai 
+ + 
6 7 
-02 08 1 08 02 
"3 tua tst 
同 理 
_LA02 1A08 1A1 08A02 08A08 
В 3 до 3 
0.8 Л1 02Л02 02A08 0.2 Лт 
* 2-4 t 3-2 + 3-3 t 3-4 
0. 
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1A02 ,1A08 1Л1 08A02 08A08 


ExE£= хо + хз *1х4 * 2х2 2х3 
08AL 02A02 02A08 02A1 
+54 * 3x2 * 3х3 + 3х4 


0.2 08 1 08 08 0202 
з 416718 9” 12 


2 
1 08 08 08 02 0.2 02 
А 


£ + E та з 12 tA! 1 +302 


12.1.4 模糊 语言 变量 


模糊 语言 变量 的 概念 是 由 Zadeh 首先 提出 的 ， 当 一 个 变量 取 
数值 时 ， 可 以 用 经 典 数学 理论 对 其 进行 描述 ， 称 为 数值 变量 ， 而 
当 一 个 变量 取 自 然 语 言 中 的 词语 为 值 时 ， 称 其 为 语言 变量 ， 前 面 
已 经 指出 对 于 语言 值 ， 我 们 可 以 用 模糊 集 来 描述 这 些 词语 ， 于 是 
有 如 下 定义 : 

语言 变量 可 表征 为 四 元 组 (X,7,U,M) ， 其 中 : 

(1) 大 为 语言 变量 的 名 称 ， 比 如 天 气温 度 . 

(2) 7 了 为 语言 变量 X 取 值 的 术语 集合 ,如 T= | 偏 低 ， 低 ， 
偏 高 上 

(3) 也是 语言 变量 开 取 值 的 论 域 , 如 = | -100, 100]. 

(4) МЕХ НИНУ, ВЕ T 中 的 每 个 语言 值 和 U 
中 的 模糊 集 连 接 起 来 的 语义 规则 . 

例如 ,以 控 撩 系统 的 误差 作为 语言 变量 X, 论 域 取 忆 = 
1-6, +6]. “误差 ”语言 变量 的 原子 单词 有 “大 、 中 、 小 、 
Ж”, 再 考虑 误差 有 正 负 的 情况 ， 并 施加 以 适当 的 语气 算 子 ， 则 
T(X) 可 表示 为 

Т(Х) = ТСЖ) = 正 很 大 + 正大 + 正 较 大 + 正中 + 正 较 小 
+ 正 小 + 零 + 负 小 + 负 较 小 + 负 中 
+ 负 较 大 + 负 大 + 负 很 大 
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12.2 模糊 逻辑 与 模 精 推理 句 


在 普通 多 辑 中 ， 用 精确 的 数学 方法 描述 推理 过 程 ， 推 理 的 前 
提 和 结论 都 是 精确 的 ， 然 而 在 现实 中 存在 大 量 的 模糊 现象 ,需要 
人 们 根据 模糊 的 前 提 作 出 合乎 逻辑 的 结论 。 人 们 常常 用 似 然 推理 
的 方法 来 处 理 ， 似 然 推理 也 是 模糊 推理 ， 我 们 先 来 介绍 模糊 逻辑 
与 模糊 推理 名 . 


12.2.1 模糊 逻辑 


考虑 陈述 句 “ 张 三 是 老人 ”， 由 于 老人 的 概念 是 模糊 的 ， 
因而 “ 张 三 是 老人 ”无 确切 的 真 假 而 言 ， 但 是 它 又 有 真 假 的 
含义 ,这 种 陈述 名 称 为 模糊 命题 ， 模 糊 命 题 不 是 绝对 的 真 和 
假 ， 而 是 真 假 性 有 程度 上 的 差别 .仿照 模糊 集 隶 属 度 的 表示 
法 ,我 们 也 给 模糊 命题 赋予 [0，1] 中 的 一 个 数 ， 来 表示 其 
真 假 的 程度 . 
设 人 1 是 全 体 模糊 命题 的 集合 ， 令 
Ты [0,1] 
п» T(n) є [0,1] 
T(n) 称 为 模糊 命题 ”的 真 值 ， 区 间 [0, 1] 称 为 命题 的 真 值 
域 


例如 ， 若 命题 n 是 “28 岁 的 人 是 年 轻 人 ”, ЩТ(п) =0.7; 
Ж n 是 “50 岁 的 人 是 年 轻 人 ”, Д (а) = 0.04. 
模糊 命题 是 普通 命题 的 推广 ， 而 普通 命题 是 模糊 命题 的 特 
例 . 
设 忌 是 论 域 , A aZ (U): 易 见 ,uo 对 模糊 集 4 的 隶属 度 
А (ио), ИНН u, 是 4” МН T(n), В A (uo) = 
T(n). 
普通 命题 的 逻辑 演算 可 以 扩充 到 模糊 命题 中 来 , отуп = 
1. 人 1 中 的 逻辑 演算 有 如 下 五 种 : 
. 276 · 


(1) “1 "(ЧЮ пк»-»,ҖИ{ #Т(сал) = 1 - T(n). 

(2)“у”(Щ) (m,n) т V в, ЗЕЯ ГС V n) = 
T(m) V T(n). 

(3) “A"( 且 ) (тп) т A п, НЕХ T(m A n) = 
Т(т) А T(n). 

(4) “3° (ЗЯ) (m,n) отоп, НИЕ 

Т(т п) = Т((1т)) V (m À n) 
= (1 - T(m)) V (T(m) А T(n)) 
(5) “ө” (4) (тл) F> men, {ШУ 
Т(төп) = T((m— n) А (n—m)) 
= T(m— n) Л T(n —m) 

#1122 设 m 和 n 分 别 是 命题 “学生 赵 六 有 病 ” 和 " 赵 六 爱 用 
懒 觉 ” , 且 T(m) =0.8,Т(п) = 0.5, 于 是 命题 赵 六 旷课 ” 的 真 值 
T(m V n) =0.8. 

#1123 设 m 和 分 别 是 命题 “明天 天 晴 ” 和 “明天 有 小 阵 
BP, B T(m) = 0.9,Т(») = 0.2. 于 是 命题 “明天 天 晴 且 有 小 阵 
W” 的 真 值 TC(m A n) = 0.2. 

例 12-4” 设 mw 和 nn 分 别 是 命题 “ 张 三 学 习 刻 苦 ” 和 “ 张 二 学 
习 好 ”, 且 T(m) = 0.8,T(n) = 0.7. 于 是 “车 张 三 学 习 刻 苦 , 则 张 
三 学 习 好 ”的 真 值 

T(m— n) = (1 -0.8) V (0.8 A0.7) = 0.7 


12.2.2 ”模糊 推理 名 


ЕЯ (а) rh, ШЖ а, b 表示 模糊 概念 ， 则 称 这 种 
推理 句 为 模糊 推理 句 ， 如 “ 若 u 是 高 个 ， 则 w 一 定 很 重 ”就 是 
一 个 模糊 推理 句 . 

# (а) .(5) @ЖҖЫ А 和 B , 则 规定 

R À Аш (А п B) 为 (ae 一 的 的 真 域 ,其 未 属 函数 为 
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Е (и) = (1- A(u)) V (А(и) ЛВ(и)) 


жуа 10380 БАЛЧЫ Хи < U, 
#T((a— b)()) > + B|fk u 对 (a 一 5) А Та 一 


Ву) < T в) 对 ww 偏 假 


定义 12-2 Ш Мис, ЖЖ T((a — b) (и) > +, 


称 (a 一 b) 为 模糊 定理 ,简称 F- 定理 . 
丈 定 理 是 慌 糊 推理 的 理论 依据 ， 可 得 如 下 模糊 推理 规则 : 
定理 12-1 在 模糊 演绎 推理 中 ， 假 言 推理 规则 为 ; # (a— 
b) НЕЖИ, Н (а) 对 4 偏 真 , М (5) 对 4 偏 真 , 而且 


T((0)(u)) > T((a—b) (u)) 

证 МУ (а) Ги мт (0) (0) = À (u) > 于 ,从 而 
1- А(и) < +: 

因为 (a—5) ЭРЕЗЕ, М 
T((a—b)(a)) = (1- AG) V (A (a) А в) > + 
从 而 

T((a—b)(u)) = AG) A (и) > + 
所 以 
100000) = В (м) > 2 


显然 
T((b)(u)) = В (и) > А(и) Л B(u) = T((a Б) (и)) 
定理 12-2 模糊 推理 的 拒 取 式 为 : 若 (a— b) 是 -定理 , 且 
СВ) 对 & 偏 假 , 则 (a) 对 > 偏 假 , 而 且 
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Т((а)(а)) = 1-Т((а—%)(и)) 
证 HT((a—b)(u)) = (1- AG) V (Аби) А B(u)) 


>т) а) = BG) < (а — b) б) =1- 
А (и) > 工 ,从 而 A (u) < 二 ,这 说 明 (a) Жи E. 


定理 12-3 ”模糊 推理 的 合成 规则 为 
车 (a 一 8) ЯЬ с) 都 是 F- 定 理 , 则 (a 一 c) 是 严 定理 , 且 


对 任意 wx es U, 有 
Т( (а-э с)(и)) 2 T((a —b)(u)) A ТЬе) (ш)) 


证 ”对 任意 ze U,T((a — 6) (и) = (1 - А00) V 
(А) A Ç(u)) 由 已 知 
T((a—b)(u))= (1- АШ) V (AG) A B(u)) >> 
Т((®-» с)(и)) = (1- B(u)) V (ВО) A € G)) > Z 
(O) 着 和 Co >, М 1-4G < 二 ,上 且 


T((a—b)(u)) = A (a) Л B (u) >+ + АМ B (u) 


十 ,类 似 地 可 推出 СО) > у, Та +900) = 
AG A С > 二， 由 定义 , (a 一 0) 是 下 定理 . 


> 


ҖЕ}, А (ш) A С(и) = (А (и) A В) АСВ A CO)) 
= Т((а—%)(и)) А ТО е) (ш) 
(2) 着 46<4,Д1-Аб)>» у, АФЛ В < 


1, АЛ со) «1.810000 1-40), 
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Т((а—с)(ш)) =1-А(и) > 
(ас) 是 下 定理 , Н 
Т((а—с)(и)) =1- А (ш) = T((a —b)(u)) 


zT((a—b)(u)) A T((b —c)(u)) 


(3) ЖА = + 


, 则 1- AG) = +, 
T((a—b)(u)) =G - AG) V (4 (x 


) A BG) 
1 1 
чү ано) ++ 
但 这 与 (a — b) 是 定理 芽 盾 ， 放 4(w) = + 是 不 可 能 的 . 
所 以 400 = + 


12.2.3 ”在 不 同 论 域 上 的 模糊 推理 名 

在 推理 句 (аби) -5(v)) 中 , ШШ “Жи жа, Шо” № 
及 两 个 变量 w 和 *， 它 们 可 以 属于 不 同 的 论 域 己 和信 а, 6 可 以 
是 模糊 概念 ， 此 时 a，6 的 真 域 分 别 是 U 和 了 上 的 模糊 集 А. 
В. ЖИЕ (a(u) >52) ) 的 真 域 为 


R =(А'х)О(А x В) e Z(U xW) 


ня 
В (и) = (1- AG) V (AG) A В (0) 
Ш (аби) 2) ) 为 依据 的 模糊 演绎 推理 规则 也 是 成 立 的 
即 有 以 下 三 个 定理 ; 
定理 10-4 ВЕНЫ: #20) >) (ио) f 
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真 , B (а) 对 zx МАЯ, 2 (5) 对 vb 偏 真 ， 并且 有 
Т((%)(и)) > T((a(u) — Ь(ь))(и,»)) 

定理 12-5 НМА: 车 (a(w) 一 8(v)) Я (и.о) 偏 真 ， 

В (b) Wo 8, MÜ (а) Wu МЕ, МВ. 
T((a)(u)) =1-Т((а(и) >) ) (ив) } 

定理 12-6 合成 规则 : Ж (а(и) —b(6)) 对 (az) А, Н 
《8(v) = с(ш)) 对 (zz2) ЩИ, Ж (аби) 一 c(w)) 对 (ua) 偏 
и, ЖЕТ 

T((a(u) — (и) ) (и,ш)) 

= T((a(u) —b(e))(u,o)) A T((b(6) = с(ш) ) (0,0)) 

以 上 三 个 定理 的 证 明 类 似 于 定理 12-! 、 定 理 122 、 定 理 12-3 
的 证 明 ， 留 给 读者 作为 练习 . 

#1125 设 X=11.5,1.6，1.7，1.8，1.9，2.0} 表 示 某 地 
区 男子 身高 的 论 域 ， 单 位 为 米 (њм). У=140, 50, 60, 70, 80, 
90, 100} 为 体重 论 域 ， 单 位 为 kg， 又 设 “ 高 "、“ 重 ”的 集合 表 
示 为 


0 02 07 09 1 1 
[高 ] =15+16+17+L8+T5+20 

02 06 08 0.95 1 1 
[E] =50 t 60 +70 * 80 +90 * 


求 模糊 推理 句 “ 若 上 很 高 ， 则 ”很 重 ” 的 真 域 R. 
解 :“z 很 高 ”的 真 域 
4 =[ 很 高 ] = 本 [高 ] 


或 А =(0,0.04,0.49,0.81,1,1) 
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“о” ШИ: 
В =[ 很 重 ] = H, E] 


-0.04 ,0.36 0.64 09 1 + 1 
г 50 60 70 80 90 100 


或 B = (0,0.04,0.36,0.64,0.9,1,1) 


4° =(1,0.96 ‚0.51 ,0. 19,0,0) 


0 

1 1 1 1 1 1 1 
0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 
0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 
0.19 0.19 0.19 0.19 0.19 0.19 0.19 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 


0.49 
АхВ = (0, 0.04, 0.36, 0.64, 0.9, 1, 1) 
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© 
© 
© 
© 
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0 0 

0 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 

0 0.04 0.36 0.49 0.49 0.49 0.49 
0.04 0.36 0.64 0.81 0.81 0.81 
0.04 0.36 0.64 0.9 1 1 


0 
0 
0 0.04 0.36 0.64 0.9 1 1 
А 


25 
" 
ts 
x 
5 
2 
> 
х 
155 


1 1 1 1 1 1 1 
0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 
0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 
0.19 0.19 0.36 0.64 0.81 0.81 0.81 


0 0.04 0.36 0.64 0.9 1 1 


0 0.04 0.36 0.64 0.9 1 1 


如 果 (zz) є Каз, BD (a(u) —5(>)) 对 (u,v) 偏 真 ， 则 
(и, 满足 相 容 性 条 件 . 


这 里 
111111 和 
О О ПО 
111111 в 
Коз=|0 оо 1111| ш 
0001111| ~ 
000111 17 % 
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ТИЯ Н (ш, т), (ш, 9), (бщ, оу), (щу з), сез ， 
有 9 组 不 符合 相 容 性 条 件 ， 我 们 可 以 认为 他 们 身高 体重 不 相称 . 


12.3” 似 然 推理 与 条 件 语 名 
12.3.1 ва 


推理 是 思维 的 基本 形式 之 一 ， 形 式 逻 辑 为 人 们 提供 了 严谨 而 
ХАН “ЕВ” ЖИ. ШРИ Ч, P 真 =>q А. 
但 在 实际 生活 中 ， 人 们 常用 一 种 近似 推理 的 方法 ， 如 以 “ 若 u 
大 ， 则 "小 ”为 依据 ,由 很 大 推测 "很 小 ， 由宇 略 大 推测 " 略 
小 等 ， 这 种 推理 方法 叫 似 然 推理 

似 然 推理 : 设 А < Z(U),B e.Z(V) ， 已 知 模糊 草 涵 “ 若 
АЮВ”, тА ША ЕМЕ Б є (U xV). 

(1) # А, е #(Ш), ДЕН В, e Z(V), # B, = 


4 Е, ДА 


B.G) = УСА ба) A R(u,)) 


(2) # В.е 7 (У), ДЕНА, е ЯО), ША, = 
R° 召 :, 其 隶属 函数 为 


д.60) = V (R (и) A B,(9)) 


特别 地 ， 当 论 域 和 为 有 限时 ， 似 然 推 理 可 借助 模 精算 
阵 的 乘积 来 进行 . 
似 然 推理 的 作用 好 比 一 个 变换 器 ， 可 以 用 图 12-5 表示 . 


4 BArE Em > 


8204-8) 848) 


(a) (b) 
图 125 МИЕНА 
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8112-6 НШ ИНУ=И, 2, 3, 4, 5| 
[小 ] = #1 95 
[ 较 小 ] =4' = 1+0 +02 
[K] = B - 902. 


E “о, ож”, Жи Л, о 如何 ? 
解 : НЯ ал, 则 "大 ”的 真 域 ， 即 模糊 关系 
R =( хр U (A n B) 


0 1 
0.5 0.5 
=| 1 |[1.,1,1.1.1 U | o (0,0,0,0.5,1) 
1 0 
1 0 
0 0 0 0 0 0 0 O 05 1 
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0 о 0 0.25 0.5 
=|1 1 1 1 тїш ооо о 0 
1 1 1 1 1 ооо 0 0 
1 1 1 1 1 ооо 0 0 
0 0 0 0.5 1 
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
=| 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
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0 0 о 05 1 
05 05 05 05 05 
B'=A' R =(1,04,0.2,0,0)) 1 1 1 1 1 


= (0.4, 0.4, 0.4, 0.5, 1) 

模糊 集 ВН “КВН. 
12.3.2 ЖЕН 

“тина оь, Жо с", 这样 的 推理 旬 吕 条件 句 ， 
记 为 ((a) 一 (8), a (a)—(e)). ЙА = (0), В.С = 
(V) 分 别 表示 判断 名 (а). СЬ). (с) 的 真 域 ， 下 面 我 们 由 А, 
B. С 构造 条 件 句 ((e) 一 (Б), (а) 一 (ce)) НИЗ К. 

ща. B. C 为 普通 集合 时 ， 普 通 推理 句 “ 若 上 是“ 则 ”是 
56， 否则 4 是 c” 的 真 域 显然 为 (图 12-6). 

R = (A x B) U (A° x С) 


| a 


图 12-6 


В, ША, В, С 为 模糊 集 时 ， 模 糊 推理 句 ((a) — (6), 


ч (а) — (с) 的 真 域 我 们 定义 为 
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няй 
В (и) = (Á (u) х BO V ((1- А (Ш) Л 6) 
将 R 作为 转换 器 ， 输 入 4 ， 可 得 输出 : 
РЕВ 


$1 127 设 论 域 工 = 了 = |1, 2, 3, 4, 5}, # x W| y м. 
否则 7 不 很 重 ， 已 知 z 很 轻 ， 问 y 如 何 ? 而 


4( 轻 ) =(1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2) 

А* (488) =(1, 0. 64, 0.36, 0. 16, 0.04) 
B( 重 ) =(0.2,0.4,0.6,0.8, 1) 

C( 不 很 重 ) = (0.96, 0. 84, 0.64, 0.36, 0) 


М 由 (4xB)(u, 0) =А(и) ЛВ(о) 
(4° х Су(и,ь) = (1-А(и)) Л C(%) 


得 
02 04 06 08 1 
0.2 0.4 0.6 0.8 0.8 
АХхВ =| 0.2 0.4 0.6 0.6 0.6 
0.2 0.4 0.4 0.4 0.4 
0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 
ооо оо 
0.2 0.2 0.2 02 0 
Ax C =| 0.4 0.4 0.4 0.36 0 
0.6 0.6 0.6 0.36 0 
0.8 0.8 0.64 0.36 0 
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于 是 R =(A x B) Ú (A° x Су 
0.2 0.4 06 08 1 
0.2 0.4 06 08 0.8 
=| 0.4 0.4 0.6 0.6 0.6 
0.6 0.6 0.6 0.4 0.4 
0.8 0.8 0.64 0.36 0.2 
从 而 8 = А" 。R = (1, 0. 64, 0.36, 0.16, 0.04) ° 
0.2 0.4 0.6 08 1 
0.2 0.4 0.6 0.8 0.8 
0.4 0.4 0.6 06 0.6 
0.6 0.6 0.6 0.4 0.4 
0.8 0.8 0.64 0.36 0.2 
= (0.36, 0.4, 0.6, 0.8, 1) 
故 y 是 近似 于 重 ， 而 不 是 重 . 
12.3.3 ”多重 条 件 语句 

所 谓 多 重 条 件 语句 是 指 这 样 的 推理 句 , 

“Киа, Ложь, ЖЖ (Тима 则 v 是 b， 否则 
(эзе, 否则 (车 是 a,,， 则 gb 是 56) …… )).” 或 “ 若 u 是 
а, Що Ы; ЖиЖа,, Шод, …; Жи а, о 
b,". 

这 种 推理 名 用 记号 

(ба) 9 (6), (а) — (bx), (a,) 一 (5)) 表示 . 

##(а,), (as)，-…，(a,) 的 真 域 分 别 是 41,，4，，…， 
А„є#(Ш),(Ь),(Ь,), = (5b,) 的 真 域 分 别 是 B,，B ,， 
5, В, в Я), Джен 

КА(4. х В.) О (4. х В.) UU(A, x В.) 
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R 同样 也 诱导 出 2Z(U) 到 УУ) 的 对 应 ， 即 若 给 出 输入 4', 
则 有 输出 B', BH 
B'= д' R 


12.4 ”模糊 控制 的 基本 原理 
12.41 模糊 控制 的 基本 思想 


我 们 知道 控制 系统 的 核心 是 控制 规则 ， 常 规 控制 系统 的 控 
制 规则 一 般 是 由 状态 方程 和 传递 函数 表示 的 .状态 方程 常 采用 
的 形式 是 代数 方程 组 、 微 分 方程 组 、 积 分 方程 组 或 它们 的 各 种 
混合 。 但 对 于 现实 问题 中 那些 时 变 的 、 非 线性 的 且 带 有 模糊 性 
的 系统 〈 称 为 模糊 系统 ) ， 要 搞 清 它们 的 结构 以 找到 误差 较 小 
的 方程 和 函数 作为 数学 表达 是 比较 困难 的 ， 甚 至 是 不 可 能 的 
比如 ， 在 冶金 、 化 工 、 人 文 、 经 济 等 系统 中 要 获得 正确 的 数学 
模型 是 十分 不 易 的 ， 但 这 些 过 程 中 却 具 有 大 量 的 以 定性 的 形式 
得 到 的 极 重要 的 先 验 信息 ， 以 及 仅仅 是 语言 上 规定 的 性 能 指 
标 ， 同 时 还 要 求 过 程 操作 人 员 是 系统 的 基本 组 成 部 分 ,对 于 诸 
如 这 类 的 控制 问题 ， 用 常规 控制 方法 品 然 是 很 难 实现 的 ， 但 由 
人 来 进行 控制 却 往往 容易 做 到 ， 这 是 因为 过 程 操作 人 员 的 控制 
方法 是 建立 在 直观 的 和 经 验 的 基础 上 ， 他 凭借 实践 积累 的 经 
验 ， 见 微 知 著 ， 采 取 适 当 的 对 策 完成 的 ， 比 如 ， 我 们 都 有 这 样 
的 经 验 ， 拧 开水 阀 向 水 桶 里 放水 时 ， 当 桶 里 没有 水 或 水 较 少 
вр, ЭРКИ ГТ; 当 桶 里 的 水 比较 多 时 ， 水 阀门 应 拧 小 点 
Ju; 当 桶 里 水 快 满 时 ， 应 将 阀门 拧 得 很 小 ; 当 懋 里 的 水 一 满 ， 
应 迅速 关 掉 阀 门 ， 在 此 过 程 中 ， 人 的 经 验 起 了 决定 性 的 作用 
所 以 就 能 把 人 的 控制 经 验 归纳 成 为 定性 搞 述 的 一 组 条 件 语句 ， 
然后 利用 模糊 集 理论 将 它们 定量 化 ,使 控制 得 以 接受 人 的 经 
验 , 模仿 人 的 操作 策略 ， 这 样 就 产生 了 模糊 控制 器 利用 模糊 
控制 器 对 系统 进行 控制 ， 就 是 所 谓 的 模糊 控制 ， 模 糊 控 制 避 开 
了 构造 精确 的 状态 方程 和 传递 函数 ， 因此， 很 容易 被 有 一 定 操 
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作 经 验 而 又 不 熟悉 控制 论 的 人 学 会 和 掌握 ， 易 于 使 用 语言 进行 
人 机 对 话 ， 以 便 更 好 地 提供 控制 动作 


10.42 ”模糊 控制 的 基本 原理 


为 了 帮助 理解 模糊 控制 的 原理 ， 我 们 先 来 介绍 一 个 简单 的 单 
输入 单 输出 的 控制 系统 ， 即 关于 水 位 的 模糊 控制 . 

现 有 一 个 贮 水 容器 ， 水 位 * 由 于 某 种 原因 而 不 断 变动 ， 调 节 
Й а 可 向 容器 内 注水 或 向 外 排水 〈 见 图 12-7)， 试 设计 一 个 控制 
Я, НЕ а 将 水 位 控制 在 о 点 附近 . 


н рг 注水 容器 示意 图 


首先 ， 当 人 工 手 动 控制 时 ， 操 作者 要 不 断 地 观察 水 位 *， 看 
它 与 设 定 水 位 o 的 偏差 如 何 ， 在 人 的 脑子 里 ， 对 偏差 的 描述 往往 
用 “正大 ” (偏差 为 正 而 且 值 很 大 )、“ 正 小 "、“ 零 ”"、“ 负 大 ” 
(偏差 为 负 而 且 很 大 ) 等 这 些 模 糊 概 念 ， 操 作者 根据 偏差 的 状态 
调节 阀门 ， 对 水 位 进行 控制 ， 控 制 的 策略 大 致 如 于 : 

若水 面 高 于 o 点 ， 则 排水 ， 差 值 越 大 ， 排 水 越 快 ; 

若水 面 低 于 。 点 ， 则 注水 ， 差 值 越 大 ， 注 人 越 快 ; 

若水 面 位 于 " 点 ， 则 关闭 阀门 ， 不 排水 也 不 注水 ; 

以 上 的 控制 策略 称 为 控制 规则 ， 它 是 用 语言 形式 表达 的 ， 因 
而 具有 模糊 性 ， 我 们 观察 得 到 的 水 位 x 及 偏差 。， 都 是 具体 的 数 
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值 ， 为 了 应 用 上 面 的 规则 ， 就 需要 将 这 些 数值 转换 为 “正大 ”、 
“ 负 小 ”等 语言 形式 ， 在 模糊 控制 中 ， 这 个 过 程 就 称 为 输入 量 的 
模糊 化 ， 将 模糊 化 了 的 输入 应 用 于 控制 规则 可 得 到 “ 快 排 水 ” 
“ 慢 注 水 ”等 语言 形式 的 输出 ， 即 模糊 输出 ， 为 了 实现 对 水 位 的 
控制 ， 就 需要 根据 模糊 输出 确定 控制 量 的 具体 数值 ， 即 执行 量 
(开关 阀门 的 大 小 ) 由 模 精 输 出 确定 执行 量 的 过 程 称 为 输出 量 
的 非 模糊 化 . 

根据 以 上 分 析 ， 我 们 将 其 主要 步 又 分 别 叙述 如 下 - 

12.4.2.1 确定 输入 变量 和 输出 变量 

在 此 将 水 位 与 设 定 水 位 。 之 间 的 偏差 。 作 为 模糊 控制 器 的 
输入 变量 ， 其 输出 变量 为 开关 阔 门 u 的 变化 ，z 的 变化 直接 控制 
对 晤 门 的 调节 ， 又 称 输出 变量 为 控制 量 ， 这 种 控制 器 称 为 单 输入 
单 输出 的 模糊 控制 器 . 


车 为 了 改进 控制 器 的 性 能 ， 通 常 把 偏差 。 与 偏差 的 变化 率 ¿ 
作为 输入 ， 这 种 控制 器 称 为 双 输 入 单 输 出 的 模糊 控制 器 - 
12.4.2.2 给 入 变量 及 输出 变量 的 模糊 语言 描述 
对 输入 变量 及 输出 变量 的 描述 通常 可 选取 如 下 词语 : 
1 负 大 ， 负 小 ， 零 ， 正 小 ， 正 大 | 
我 们 可 以 将 其 看 作 某 个 论 域 上 的 模糊 子 集 ， 通 常 采用 如 下 简 
记 形 式 : 
NB = К, М-Л, О = 零 ，PS = 正 小 ，PB = ЕЖ. 
其 中 N = Negative，P = Positive, В = Big, $ = Small, 
О = Zero. 
设 误 差 e 的 论 域 为 二， 并 将 误差 量化 为 七 个 等 级 ， 分 别 表示 
Ж-3, -2, -1, 0, +1, +2, +3, Ш: 
Х= |-3, -2, -1,0, 1,2, 3} 
选 控制 量 w 的 论 域 为 Y， 并 同一 样 也 把 控制 量 量化 为 七 个 
等 级 ， 即 
Ү={-3,-2,-1,0,1,2,3} 
图 12-8 给 出 了 语言 变量 的 隶属 函数 曲线 ， 由 此 可 以 得 到 
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= 1—0 
图 128 滞 言 变量 的 隶 许 函 数 
表 12-1 模 糊 变 量 。 及 4 的 赋值 表 . 
表 12-1 模糊 变量 (c, и) 的 赋值 表 
化 等 级 
а -3 -2 -1 0 1 2 3 
语言 变量 
PB о о 0 0 о 0.5 1 
PS 0 0 о 0 1 0.5 0 
o 0 о 0.5 1 0.5 0 0 
№ 0 0.5 1 0 0 о `0 
NB 1 0.5 0 0 о о о 
12.4.2.3 模糊 控制 规则 的 语言 描述 
根据 手动 控制 策略 ,模糊 控制 规则 可 归纳 如 下 : 
(1) 若 。 负 大 ， 则 EX; 
(2) жел, Mu 正 小 ; 
(3) жеж, Ди; 


(4) 车 e 正 小 ， 则 
(5) # e EA, Ж 

或 用 英文 形式 记 为 
(1) f е=РВ 
(2) f e=NS 
(3) if е=0 
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u fv; 
u ff X. 


then w=PB; or 
then u=PS; or 
Жеп и=0; or 


(4) if e=PS . 
(S) if e= PB 
也 可 以 用 表格 形式 描述 控 


then 
then 


#122 


u= NS; or 


ШЖ), Ж 12-2 也 称 为 控制 规则 


е 


NB 


. NS 


PS 


PB 


ш 


РВ 


PS 


NS 


NB 


12.4.2.4 ЖАЛЫ ДЕЗЕ < 


上 述 规则 实际 上 是 一 组 多 重 条 件 语句 ， 它 可 以 表示 为 从 误差 
论 域 研 到 控制 量 论 域 了 的 模糊 关系 及 ， 当 论 域 为 有 限时 ， 模 糊 


关系 可 以 有 


矩阵 来 表示 ， 其 计算 公式 为 : 
R = (NB, x PB,) + (NS, x PS,) + (0, x 0,) 


+ (PS, x NS.) + (PB, x NB,) 


其 中 NB, x PB, =(1,0.5,0,0,0,0,0)7 х (0,0,0,0,0,0.5,1) 


NS. x PS, 


J 


x 


о со ©обсосос ~ 


" 
© © с об осоо 


© © e e e ce š < 


e° © © ос ос es. 


0 


ооооооо 


оооро © © 


оороо о 
оороо е 


a 


0,0, 


= 


© © обоо c о о 


0.5 0.5 


(0,0,0,0,1,0.5,0) 
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0, x 0, =(0,0,0.5,1,0.5,0,0)7 х (0,0,0.5,1,0.5,0,0) 


0 


PS, x NS, 


РВ. x МВ, = 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
(0 
0 
0 
0 
о 
0 
0 
0 


(0 


0 
0 


0 
0 


0 
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0.5 0.5 0.5 
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,0,0,0,1,0.5,0)7 


,0,0,0,0,0.5,1) 
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„5,0,0,0,0,0) 


将 上 面 的 5 个 矩阵 求 并 ， 即 对 应 元 紊 取 大 ， 便 得 到 模糊 规则 
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的 矩阵 表达 式 为 


° °° > > 


i 
" 


0 
0 
0 
0 
0 


0.5 05 05 0 0 
1 05 0 0 0 


12.4.2.5 模糊 决策 
对 于 输入 变量 误差 的 模糊 向 量 & ， 经 推理 合成 运算 


0 
05 1 0.5 05 0 
0 
0 


ú = е. В 


就 得 到 控制 量 и. М e =P5 时 , 则 有 
u = e° R = (0,0,0,0,1,0.5,0) • 
оо 0 05 1 
0 о 05 05 0.5 
0.5 05 1 0.5 
05 1 0.5 
0.5 1 0.5 0.5 
0.5 0505 0 0 
1 05 0 0 O 
= (0.5,0.5,1,0.5,0.5,0, 0) 
12.4.2.6 将 控制 量 的 模糊 量 精确 化 
上 面 求 出 的 输出 变量 是 一 个 模糊 集 ， 要 化 为 确定 值 才能 
实行 控制 ， 即 明确 选取 哪 一 级 别 来 调节 阀门 a。， 这 就 需要 进行 模 
МА. 


0 
0 
0 
0 


о © о о о 


© © © © 
© © ос © о 
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按照 最 大 隶属 度 原则 ， 应 选 ”为 -1 级 ， 即 水 位 偏 高 时 ， 应 
加 快 排水 . 

由 上 例 可 知 ， 其 实现 过 程 是 这 样 的 ， 微 机 经 中 断 采样 获取 被 
控制 量 的 精确 值 ， 然 后 将 此 量 与 给 定 值 比较 得 到 误差 ,再 将 误差 
。 的 精确 量 进行 模 煌 量化 变 成 模糊 量 & .根据 推理 的 合成 规则 ， 


由 е 和 模糊 控制 规则 R 进行 决策 ， 得 到 模糊 控制 量 为 : 

k = ee Е 
为 了 对 被 控 对 象 施加 精确 的 控制 ， 还 需要 将 模糊 量 и 转换 为 精 
确 量 ， 这 一 步 又 称 为 非 模糊 化 处 理 ， 得 到 精确 的 数字 控制 量 后 ， 
施加 到 被 控 对 象 上 进行 控制 。 然 后 ， 中 断 等 待 第 二 次 采样 ， 这 样 
循环 下 去 ,就 可 实现 对 被 控 对 象 的 模糊 控制 。 模 类 控制 的 原理 用 
框图 表示 ， 见 图 12-9. 


aww е Е л 
| 模糊 规则 | 
| | | 
给 定 什 | Amas „| ми, | 输出 县 的 | | үш 
+ | 模糊 化 {决策 ) 非 模糊 化 | 
| р 
ОНИ 了 
被 控 对 象 执行 机 构 


”图 129 ЖИВЫЕ 


其 中 虚线 部 分 为 模糊 控制 器 ， 它 是 模糊 控制 系统 的 核心 

综 上 所 述 ， 模 糊 控制 算法 可 概括 为 下 述 四 个 步 又: 

(1) 根据 本 次 采样 得 到 的 系统 输出 值 ， 计 算 所 选择 系统 的 
输入 变量 ; 7 

(2) 将 输入 变量 的 精确 值 变 为 模糊 量 ; 

(3) 根据 输入 变量 的 模糊 量 及 模糊 控制 规则 ， 由 模糊 推理 
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合成 规则 计算 控制 量 ; 
(4) 将 上 述 控制 量 计算 为 精确 的 控制 量 


12.5 模糊 控制 器 的 设计 


从 图 12-9 可 以 看 出 ,模糊 控制 器 主要 由 输入 模糊 化 、 模 糊 
推理 决策 、 输 出 非 模糊 化 三 部 分 组 成 ， 在 进行 模糊 控制 器 的 设计 
时 ， 主 要 考虑 以 下 几 个 方面 . 


12.5.1 模糊 控制 器 结构 设计 


模糊 控制 器 的 结构 设计 是 指 确 定 模糊 控制 器 的 输入 变量 和 输 
出 变量 .通常 将 模糊 控制 太 输 入 变量 的 个 数 称 为 模糊 控制 器 的 维 
数 ， 我 们 这 里 仅 考虑 单 输出 的 情形 ， 即 输出 变量 只 有 一 个 对 于 
多 输出 的 情形 ， 可 以 通过 模糊 系统 的 解 糊 分 解 成 单 输出 系统 进行 
设计 和 控制 . 

对 于 输入 变量 的 选取 一 般 有 三 个 ， 即 误差 上、 误差 的 变化 
EC、 误 差 的 变化 的 变化 ECC， 输 出 变量 一 般 选 择 控制 量 的 变化 
С. 关于 模糊 控制 器 的 结构 如 图 12-10 所 示 . 


Е щен С Е | ктү | имени! S= 
ЧЁ 
у-ва ж ү 
z яне C 
F. 
аг а Е 
зс яняниетиза 


图 1240 ”模糊 控制 器 的 结构 


一 般 情况 下 ， 一 维 模糊 控制 器 用 于 一 阶 被 控 对 象 ， 由 于 这 种 
控制 器 输入 变量 只 选 误差 一 个 ， 只 要 误差 相同 ， 则 不 管 目前 误差 
是 在 快速 增加 还 是 在 快速 减 小 ， 采取 的 控制 行为 都 是 相同 的 ， 这 
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必然 导致 控制 性 能 变 差 ， 由 于 二 维 模糊 控制 器 同时 考虑 到 误差 和 
误差 变化 的 影响 ， 因 此 在 性 能 上 一 般 优 于 一 维 模糊 控制 器 ， 实 际 
上 ， 目 前 被 广泛 采用 的 均 为 二 维 模糊 控制 器 . 

从 理论 上 讲 ， 模 糊 控制 加 的 维 数 越 高 ， 控 制 越 精 细 ， 当 输入 
变量 大 于 2 个 时 ,就 称 之 为 多 维 模糊 控制 器 但 是 由 于 维 数 的 增 
加 ， 控 制 规则 变 得 过 于 复杂 ， 控 制 算法 的 实现 相当 困难 ， 正 因为 
如 此 ， 多 维 控制 器 在 控制 系统 中 并 不 常用 . 


12.5.2 模糊 规则 的 确定 


模糊 规则 的 确定 过 程 可 简单 分 成 三 部 分 ， 即 选择 适当 的 模糊 
语言 变量 ， 确 定 各 语言 变量 的 未 属 函数 ， 最 后 建立 模糊 控制 规 
则 . 


12.5.2.1 模糊 语言 变量 的 确定 

模糊 规则 是 由 若干 语言 变量 构成 的 模糊 条 件 语 句 ， 它 们 反映 
了 人 类 的 某 种 思维 方式 ， 例 如 ， 人 在 描述 车 速 时 ， 常 用 “ 快 ”、 
“ 较 快 "、“ 很 快 "、“ 慢 ”"、“ 较 慢 ” 等 词汇 ， 由 于 入 们 在 正 、 负 
两 个 方向 的 判断 基本 上 是 对 称 的， 将 大 、 中 、 小 再 加 上 正 、 负 两 
个 方向 并 考虑 变量 的 零 状态 ， 共 有 七 个 词汇 ， 即 


1 负 大 , 负 中 , 负 小 , 零 , 正 小 ,正中 ,正大 } 


一 般 用 英文 缩写 为 
| МВ, ММ, NS, О, PS, РМ, РВ] 

选择 较 多 的 词汇 描述 输入 、 和 输出 变量 ， 可 使 制定 控制 规则 方 
便 ， 但 是 控制 规则 相应 变 得 复杂 .选择 词汇 过 少 ， 使 得 描述 变量 
变 得 粗粮 ， 导 致 控制 器 的 性 能 变 坏 ， 一 般 情况 下 均 选 择 上 述 七 个 
词汇 . 

对 于 误差 的 变化 这 个 输入 变量 ， 选 择 描述 其 状态 的 词汇 时 ， 
常常 将 “ 零 ”分 为 “ 正 零 ” 与 “ 负 零 ”， 这 样 的 词 集 变 为 

АХ, 负 中 , АЛ, АХ, Е, ЕЛ, 正中 , 正大 | 
{NB, ММ, NS, NO, PO, PS, РМ, РВ} 
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下 面 对 于 模糊 概念 的 确定 就 直接 转化 为 求 取 模 糊 集合 的 隶属 
函数 

12.5.2.2 确定 语言 值 的 隶属 函数 

模糊 语言 值 实际 上 是 一 个 模糊 子 集 ， 它 通过 隶属 函数 来 
描述 ， 将 确定 的 隶属 函数 曲线 离散 化 ， 就 得 到 了 有 限 个 点 上 
的 隶属 度 ， 对 子 各 语言 值 的 隶属 函数 一 般 取 三 角形 或 梯形 或 
正 态 分 布 ， 这 里 重要 的 是 确定 隶属 函数 曲线 的 形状 .隶属 函 
数 曲 线形 状 较 尖 的 模糊 子 集 其 分 辨 率 较 高 ， 控 制 灵敏 度 也 较 
Я; 相反， 隶属 函数 曲线 形状 较 缓 ， 控 制 特性 也 较 平缓 ， 系 
统 稳定 性 好 ， 如 图 12-11 所 示 的 三 个 模糊 子 集 A. B. СШЖ 
属 函数 曲线 的 形状 不 同 , 4 形状 尖 些 ， 它 的 分 辩 率 高 ， 其 次 
ЕВ, МЕНЯ С. 


1 
н) 


| #a(x) вх) исх) 


图 1211 形状 不 同 的 隶属 函数 曲线 


在 实际 应 用 中 ， 偏 差 较 大 的 情况 下 采用 低 分 辩 率 的 ， 仿 差 较 
小 的 情况 下 采用 高 分 辨 率 的 . 另外， 在 确定 某 语 言 变量 各 语言 什 
的 隶属 函数 时 ， 应 注意 它们 对 论 域 的 覆盖 程度 ， 什 论 域 中 任何 一 
点 对 这 些 模糊 集 的 隶属 度 的 最 大 值 不 能 太 小 ， 以 防止 在 这 样 的 点 
失控 ， 为 此 ， 一 般 应 使 论 域 的 每 一 点 对 大 约 3 个 语言 值 的 素 属 度 
不 为 堆 

12.5.2.3 建立 模糊 控制 规则 

模糊 控制 规则 是 人 的 控制 经 验 的 总 结 ， 它 由 若干 条 模糊 条 件 
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语句 构成 ， 在 单 输入 单 输出 的 模糊 控制 器 中 ， 控 制 规则 的 一 般 形 
式 为 
f E= А, then C= б, 
i¿el=l1,2,=,m| ЕК = |1,2,--.Й 
中 4. 和 Ç, 分 别 是 偏差 和 控制 量 C 的 某 个 语言 值 ， 例 


如 : 
if E=PB Шеп C=NB 
就 是 这 种 模糊 条 件 语句 . 
在 双 输 入 单 输出 的 模糊 控制 器 中 ， 控 制 规则 的 一 般 形 式 为 
И E=A, ad EC= B, he С=С, 


iel=11,2,--..m|, jeJ = 11,2,…,n), 
ЕЕК = 41,2,--,1. 

其 中 4 В С, 分 别 是 篇 差 上 和 偏差 变化 率 EC 及 控制 量 

C 的 语言 值 ， 例 如 

if E = № and ЕС = PS then C = NS 

и E = РМ and ЕС = МВ then C = NM 
都 是 这 样 的 模糊 条 件 语句 ， 其 个 数 即 控制 规则 的 数目 可 达到 
m x n. 

前 面 已 提 到 ， 模糊 控制 器 最 常用 的 结构 为 二 维 模 糊 控 制 器 ， 
它们 的 输入 变量 一 般 取 误差 和 误差 变化 ， 输 出 则 为 控制 量 的 增 
量 . 对 此 种 结构 的 模糊 控制 器 ， 常 采用 所 谓 的 Mamdani 控制 规 
则 .其 中 误差 、 误 差 变 化 及 控制 量 增 量 均 取 7 个 语言 值 ， 为 
INB, NM, NS, О, PS, РМ, РВ}. 这样， 便 可 得 到 如 下 控制 
规划 : 

if Е is РВ and EC is NB, then C is О 

if E is NB and EC is PM, then C is PS 
类 似 地 ， 可 得 到 表 12-3 所 示 的 模糊 控制 规则 表 . 
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#123 常见 的 模糊 控制 规则 表 


Ача ав лм № 20 Ps Ри РВ 
E: PM Ps 
PB 
ми РМ PS 20 
№ PS Ns 
2 | Pu Ps 20 № м 
PS Ps м 
20 
РМ № м 
РВ № ми 
上 述 模 糊 控制 规则 家 的 思想 是 ， 当 误差 为 正大 (PB) 时 ， 
如 果 误 差 变化 EC 为 正大 (PB) ， 即 误差 正在 不 断 增 大 ， 为 迅速 
使 误差 减 小 ， 应 使 控制 量 迅速 减少 (NB) ; 如 果 误 差 变化 为 负 小 
(NS) ， 即 误差 在 慢 慢 减少 ， 因 此 应 使 误差 继续 减少 ， 所 以 控制 


量 C 应 适量 地 减少 (NM) ， 此 时 ， 如 果 误 差 正在 快速 减少 ， 即 
误差 变化 为 负 大 (NB) ， 则 为 防止 超 调 过 大 ， 控 制 量 暂时 不 需 变 
化 , Wk C 为 零 (9) . 

当 系统 接近 稳 态 ， 即 误差 为 P5,0 和 NS 时 ， 除 了 要 消除 误 
差 外 ， 还 要 特别 注意 防止 大 的 超 调 ， 例 如 在 误差 为 PS 时 ， 如 果 
误差 变化 为 快速 变 小 (NB8) ， 则 说 明 当前 的 控制 量 太 小 ， 应 稍 增 
大 一 些 ， 所 以 控制 量 增 量 取 为 正 小 ( PS) . 

此 ,模糊 控制 规则 的 主要 设计 原则 是 ,以 系统 的 稳定 性 为 
主要 出 发 点 ， 当 误差 大 或 较 大 时 ， 选 择 控制 量 以 尽快 消除 误差 为 
主 ;而 当 误 差 较 小 时 ， 选 择 控制 量 要 防止 超 调 - 


12.5.3 ”模糊 推理 合成 算法 


在 控制 过 程 中 ,我 们 要 考虑 如 何 用 模糊 控制 规则 进行 推理 合 
成 的 问题 ， 即 假若 输入 变量 E= 4°, EC = 8" ， 那 么 输出 C = 
С “该 如 何 确 定 呢 ? 我 们 将 由 已 知 输入 E= 4 ，EC = В' 来 确 
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定 输出 《 “的 方法 称 为 模糊 推理 合成 算法 
模糊 控制 规则 由 一 组 条 件 语句 构成 ， 因 而 它 可 以 用 一 个 模糊 
关系 R 来 表示 . 一 般 我 们 采用 推理 合成 规则 


k= &° К 
ЖЖ С°. 


12.5.3.1 对 于 单 输入 单 输出 的 情形 
在 单 输 人 单 输出 的 情况 下 ， 辟 是 由 五 的 论 域 X 到 C 的 论 域 


Z 上 的 模糊 关系 ， 即 
R =Ü (A, x G) 
这 里 k=p(i) ， 表 东 1 到 kK 上 的 对 应 关系 
R 的 未 属 函 数 为 
Е (хы) =V САА) A Cals)) 
МА = 4' 时 ， 则 输出 
С° АЕ 
Н вс. (8) = УГАО) A Е] 


12.5.3.2 对 于 双 输 入 单 输出 的 情形 

在 双 输 入 单 输出 的 情况 下 ，R 是 了 x 了 到 Z 上 的 模糊 关系 ， 
НХ, Y. Z 分 别 为 误差 EE、 误 差 的 变化 EC 及 控制 量 C 的 论 
в. . 


这 里 k=g(i, j), ЖК Ix J| K БХЭ. 
КЕЗЕ өл 


К (х,у) =Ў М (CAG) A ВУ) A G,(2)) 
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当 输 人 已 = 4", ЕС= 8“ 时 ， 则 输出 
с" -= (47 х В"). R 


且 Є'() =V,[ 4" (z) А B'(y) Л R(x,y,z) ] 
对 于 单 答 入 单 笨 出 的 推理 合成 计算 ， 前 面 例子 中 已 提 及 ， 双 


输入 单 输出 情况 举例 如 下 : 
例 12.8 设 控制 是 双 输 入 单 输 出 的 ， 控 制 规则 由 下 面条 件 
语句 构成 
И ЕЕА and EC= В, Че C = Ç, 
if E= А, and EC = B, беп C = Ç, 


这 里 论 域 X= |a, wl, Ре, y y|, Z=lz, ni 


а 205,1 

— x x 
А 1 05 
> = m 
p 91. 1.06 
”— y, ж» эз 
в. 2061,01 
> y n m 
с 204,1 
= ЕШ => 
с 21,94 
а т 2, 

求 R, ХАМ 
а 20,05 
7 7а x; 
в: ®1,®%5,1 
~ x о» 5 

求 输出 5 
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0.1 0.5 0.5 
я Ax B, = [ ) 
0.1 1 0.6 
改写 为 
0.1 
0.5 
0.5 
A. x В, = 
0.1 
1 
0.6 
从 而 
0.1 0.1 0.1 
0.5 0.4 0.5 
0.5 0.4 0.5 
R = Ах B x Ç, = x (0.4, 1) = 
0.1 0.1 0.1 
1 04 1 
0.6 0.4 0.6 
06 1 0.1 
4 x B, = [ 
0.5 0.5 0.1 
改写 为 
0.6 
1 
0.1 
4.х В, = 
0. 5 
0. 5 
0.1 
从 而 
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0.6 0.6 0.4 


1 1 04 
0.1 9.1 0.1 
К, =А,х B, x С, = x (1, 0.4) = 
0.5 0.5 0.4 
0.5 0.5 90:4 
0.1 0.1 0.1 
0.6 0.4 
1 0.5 
0.4 0.5 
R =К, О KR, = 
0.5 0.4 
0.5 1 
0.4 0.6 
ЯЩЕ- А 1 +9-5, ЕС = В" 1 0.5 工时 ， 
я № > y: J 


0 
=(0.1, 0.5, 1.0, 0.1, 0.5, 0.5) x 


=(0.5, 0.5) 


由 上 例 可 知 ， 用 模糊 推理 合成 算法 求 《 “时 ， 计 算是 很 复杂 
的 , 特别 是 当 m,n 较 大 时 .这 对 于 在 线 进行 推理 是 极为 不 利 
的 ,不 适 寺 进行 实时 控制 。 因 此 ， 一 般 的 模糊 控制 器 大 都 事先 离 
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线 计 算出 模糊 查询 表 ， 也 称 模糊 控制 表 ， 并 将 此 表 存 于 计算 机 
中 ， 在 控制 过 程 中 ， 计 算 机 把 采样 后 经 变换 得 到 的 z Si y 和 表 中 
的 行 、 列 比较 ， 可 立即 得 出 执行 量 z. 
Ж 12-4 为 一 常用 的 双 输 入 单 输出 系统 的 模糊 控制 表 
#124 ”模糊 控制 表 


с y их жк 
x -6| -5| -4| -3| -2| -1| 0 1 2 3 4 5 6 
-616 5 6 5 6 6 6 3 3 1 0° 0 10 
-5 5 5 5 5 5 5 5 3 3 1 о 0 о 
-4 |6 5 5 5 6 6 6 3 3 1 0 0 0 
-3 |6 5 5 5 5 5 5 2 i 0 -1р-1|-1 
-2|3% 3 3 4 3 3 3 1 о 0 -1| -1|1=-1 
-1 3 3 3 4 3 3 1 0 0 0 =2|-1(-1 
ЖЕ 0 з {заза [т [ао 11-1 -1| -3 | -31 -3 
ааа ао о |1 -3| -31 -2|-3|-3|-3 
2 аа | О | -21 -3| -3 | -3| -2| -3| -3 | -3 
3 @ 0|10|01-2j-2|-5|-5| -5|-5| -5|-5| -5 
410|101o|1-1|-3|-3| -6| -6| -6|-5| -6| -5|-6 
5 1010|10501-5i-3|-3|-5| -5| -5} -5| -5| -5| -5 
6 |0 0 | -1 231-3 -6|-6|-6| -5| -6| -5| -6 
12.54 ПЕНН 
尽管 模糊 控制 器 中 的 控制 规则 是 由 模糊 语言 构成 的 ， 但 经 过 


济 基 装置 传感器) 采样 得 到 的 输入 量 以 及 执行 机 构 所 能 接受 
的 输出 控制 量 都 应 该 是 确定 的 下面 介 绍 常用 的 模糊 化 与 解 模 糙 
化 的 方法 

12.5.4.1 ЖЛЕНЖНИЯ 

所 谓 输 和 模糊 化 ， 就 是 将 输 人 量 误差 及 误差 变化 的 精确 量 转 
换 为 模糊 语言 值 的 过 程 ， 一 般 采用 如 下 方法 : 
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较为 简单 的 做 法 是 将 精确 量 离散 化 ， 然 后 与 表示 输 人 量 的 语 
言 值 建立 对 应 关系 .比如 ， 将 在 [-6, +6] 之 间 变 化 的 连续 
量 分 为 七 个 档次 ， 每 一 档 对 应 一 个 模糊 集 ， 这 样 处 理 使 模糊 化 过 
程 简单 ， 如 表 12-5 所 示 , 在 [ -6, 6] 之 间 的 任意 精确 量 可 以 
对 应 一 个 模糊 量 ， 在 -6 附近 称 为 负 大 ,用 NB жт, 在 -4 附 
近 称 为 负 中 ,用 NM 表示. 在 -5 附近， 由 于 

ин 5) = 0.7, pus(—5) = 0.8, иаш > Ban 
所 以 -5 FH NB 表示 . 


#125 在 [ -6，+6] 之 问 变化 的 对 虚 模 糊 集 


m в|-6]-5]-4[-э|-2]-[о]1]›[3|4]5]|6 
P |о|оо|[ао[о[о|о|[о|о|а|о4]0в]10 
ри о [о | о [о [о [о [о [о 0207 1.0 07| 02 
PS о 0 0 0 ° о о 10.9 | 1.0 |07102 | 0 0° 
о (о [о о [о (о јо5і 1 јоѕ [о о [ото о 
м о [о [0210710109 о [о |о [о о/о [о 
мм (0.2 |07 ло от оао [о [о [о [о јо о [о 
NB 1.0 [0.8 |04 0110 0 0 0 0 ° о 0 о 


此 外 ， 还 有 其 他 的 模 模 化 方法 : 
(1) 单 值 模糊 化 
将 论 域 U 上 的 一 点 s' 映射 成 05 上 的 一 个 模糊 单 值 A. А 


在 x" 点 的 隶属 度 值 为 1， 在 上 中 其 他 点 上 的 隶属 度 值 均 为 0， 即 
1 
Ma (x) = L 


(2) 高 斯 模糊 化 
Жз? e U 映射 成 UU 上 的 模糊 集 4 ， 它 具有 如 下 高 斯 隶属 度 
函数 : 
pa (a) = 7 
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其 中 参数 о 是 正 数 . 

(3) 三 角形 模糊 化 

将 xz” e 品 映射 成 UU 上 的 模糊 集 4 ， 它 具有 如 下 三 角形 隶属 
度 函 数 


|х—х'1 . 
-— В.И 


ta (x) = | 


其 中 参数 5 是正 数 . 

总 的 来 说 ,在 考虑 输入 模糊 化 时 ， 应 首先 满足 点 x" 处 相应 
的 机 糊 集 4 应 有 一 个 更 大 的 隶属 度 值 ， 其 次 模糊 化 后 4 应 有 
助 于 简化 推理 计算 . 

12.5.4.2 输出 量 的 非 模糊 化 方法 

由 模糊 推理 合成 算法 得 到 的 控制 量 《 是 一 个 模糊 集 ， 不 能 
直接 用 于 控制 被 控 对 象 ， 需 要 先 转化 成 一 个 执行 机 构 可 以 执行 的 
精确 量 ， 此 过 程 一 般 称 为 解 模糊 过 程 ， 或 称 为 模糊 判决 ， 下 画 是 
常用 的 三 种 方法 : 


0 其 他 


(1) 最 大 素 属 度 方法 
这 种 方法 非 常 简单， 直接 选择 模糊 于 集中 素 属 度 最 大 的 元 素 
作为 控制 量 ， 例 如 ， 已 知 控制 量 C =05 03.1. 05,05 


+ 了 + 全 ， 显 然 ， 隶 属 度 最 大 的 元 素 为 - 1， 因此 选取 -1 作为 


输出 控制 量 ， 如 果 有 两 个 以 上 的 元 素 均 为 最 大 (一 般 依 次 相 
邻 ) ， 出 可 取 它 们 的 平均 值 ， 如 ， 


05 05 05 0 0 0 0 
3+ +110 11123 


则 с" = 10-3-2-10) =- 


最 大 隶属 度 法 能 够 突出 主要 信息 ， 而 且 计算 简单 ， 但 很 多 次 
要 的 信息 都 丢失 了 ， 因 此 显得 比较 粗糙 ， 只 能 应 用 于 控制 性 能 要 
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求 一 般 的 系统 

(2) 中 位 数 法 

论 域 V 上 把 隶属 函数 曲线 与 模 坐 标 转 成 的 面积 平分 为 两 部 
分 的 元 素 z' 称 为 模糊 集 的 中 位 数 ， 中 位 数 法 就 是 把 模糊 集中 位 
数 作为 控制 量 的 精确 值 

当 论 域 为 有 限 离散 点 时 ， 例 如 
С = (0,0,0,0.8,0,0.2,0.4,0.5,0.6,0.2,0.5,0.6,0,0,0.8), 


Mi S =0.8+0.2+0.4+0.5+0.6 +0.2 +0.5 +0.6 +0.8 
=4.6 


面积 S 的 一 半 为 2.3, 不 难看 出 把 S 分 为 两 部 分 的 对 应 点 < 
在 0 与 1 之 间 ， 利 用 插值 法 可 得 
_ (2.3 - 1.9) 


Ас = (25 19) SW) == 0.67 


故 с=0 +0. 67 =0. 67 可 作为 控制 执行 量 . 
与 最 大 隶属 度 法 相 比 ， 中 位 数 法 概括 了 更 多 的 信息 ， 但 计算 
比较 复杂 ， 因 此 应 用 上 比 下 面 的 加 权 平 均 法 要 少 


(3) 加 权 平 均 法 

加 权 平 均 法 的 一 般 计 算 公式 为 
Yake, 
к 


Е 为 元 素 w, 的 权 系数 ， 加 权 平均 法 的 关键 在 于 权 系数 的 先 

取 ， 一 般 讲 ， 权 系数 与 系统 的 响应 特性 有 关 ， 因 此 ， 可 根据 系统 

的 特点 或 经 验 来 选取 适当 的 权 系数 ， 为 简单 记 ， 可 取 素 属 度 作为 

ВЖ, 04, Сю). № (2) 所 举 的 输出 模糊 集 ， 若 采用 

ЗРЗЕ СФ, = CCw)) ， 则 有 

_65 
4. 


с 64 
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上 面 介绍 本 三 种 判决 方法 ， 到 底 采 用 哪 一 种 方法 为 好 ， 不 能 
一 概 而 论 ， 每 一 种 方法 都 有 自己 的 优 包 点 ， 在 有 具体 问题 中 ， 应 依 
实际 情况 和 效果 而 定 - 


12.5.5 论 域 、 量 化 因子 、 比 例 因子 的 选择 


在 讨论 模糊 控制 规则 的 选取 时 ， 需 要 考虑 输入 变量 与 输出 变 
量 的 论 域 选取 问题 ， 并 且 论 域 的 选取 还 涉及 到 比例 因子 和 量化 因 
子 的 选择 . 这 里 再 作 一 些 介绍 
12.5.5.1 论 域 及 基本 论 域 
我 们 将 输入 变量 及 输出 变量 的 实际 取 值 范围 称 为 这 些 变量 的 
基本 论 域 ， 显 然 基 本 论 域内 的 量 为 精确 量 
设 误差 的 基本 论 域 为 [ - x。，x。] ,误差 变 化 的 基本 论 域 为 
[ -x.，x.] ， 控 制 量 的 基本 论 域 为 [ -y,，y,]. 
值 定 误差 变量 所 取 的 模糊 子 集 的 论 域 为 
{- п, -ntl, 0, п —1,п] 
误差 变化 变量 所 取 的 模糊 子 集 的 论 域 为 
[- т, -т+1,--,0, 5, т - 1 ,m] 
控制 量 所 取 的 模糊 子 集 的 论 域 为 
О 1 - 1, 
有 关 论 域 的 选择 问题 ， 由 于 语言 变 量 的 词 集 多 半 选 为 
个 (或 8 个 ), 为 了 满足 模糊 集 论 域 中 所 含 元 素 个 数 为 模糊 
语言 词 集 总 数 的 二 倍 以 上 ， 使 模糊 集 较 好 地 覆盖 论 域 ， 一 般 
选 误差 论 域 的 n 芝 6 ， 选 误差 变化 论 域 的 症 关 6， 选 控制 量 论 
域 的 127. 
从 理论 上 讲 ， 增 加 论 域 中 元 素 个 效 ， 即 细 分 等 级 ， 可 提高 控 
制 精 度 ， 但 过 细 的 量化 等 级 将 使 算法 复杂 化 ， 而 且 也 没有 必要 
12.5.5.2 量化 因 于 及 比例 因子 
为 了 进行 模糊 化 人 处理， 必须 将 输入 变量 从 基本 论 域 转换 到 相 
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应 的 模糊 集 的 论 域 .一 般 说 来 如 果 工 是 数 轴 上 的 一 个 区 间 
fo，5] ， 通 过 变换 


ri 


可 将 区 间 [a，8] 转 化 为 区 间 [ — пп]. 

车 计算 测 的 ' 不 是 整数 ， 可 将 其 归 入 最 接近 于 x' 的 整数 ， 从 
而 将 [a，8] 上 的 任 一 值 映射 到 有 限 集合 { -n，~n+1,…, 0, 
те, п-1, nl 中 一 点 上 .应 指出 ,实际 上 的 输入 变量 (E, EC 
等 ) 的 精确 值 都 是 连续 变化 的 量 ， 将 连续 量 离散 为 [ л, п] 
间 有 限 个 整数 值 的 做 法 是 为 了 使 推理 合成 更 简便 . 

对 于 误差 的 基本 论 域 [ - х, х, 及 误差 变化 的 基本 论 域 
Сх. x], W 


K. = 
= 


К, = 
° x, 


Ж K, 为 误差 的 量化 因子 ，K, 为 误差 变化 的 量化 因子 . 
为 变换 是 由 基本 论 域 中 任意 一 点 映射 到 模糊 集 论 域 中 的 相 
近 的 整数 点 ， 如 将 [ ~，x.] 中 一 点 ,映射 为 [ п, п] 
Ж бон п, ИЯ, Кёп. /x 

此 外 ， 每 次 采样 经 过 模糊 控制 算法 给 出 的 精确 控制 量 ， 还 不 
能 直接 控制 对 象 ， 还 必须 将 其 转换 到 控制 对 象 所 能 接受 的 基本 论 
域 中 去 . 


记 K, = 2% 


п 


ЯК K, 为 输出 控制 量 的 比例 因子 . 
对 于 模糊 控制 器 的 设计 ， 合 理 地 选择 模糊 控制 喘 输 入 变星 的 
量化 因子 和 输出 控制 量 的 比例 因子 也 是 非常 重要 的 .实验 表明 ， 
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其 选择 对 模糊 控制 器 的 控制 性 能 影响 极 大 
于 比较 复杂 的 被 控 过 程 ， 有 时 采用 一 组 固定 的 量化 因子 和 
比例 因子 难以 收 到 预期 的 控制 效果 ， 可 以 在 控制 过 程 中 采用 改变 
量化 因子 和 比例 因子 的 方法 来 调整 整个 控制 过 程 中 不 同 阶段 二 的 
控制 特性 ， 以 使 复杂 过 程控 制 收 到 良好 的 控制 效果 .这 种 形式 的 
控制 器 称 为 自 调整 比例 因子 模糊 控制 器 


12.6 自 组 织 模糊 控制 器 简介 


前 面 介绍 的 查询 表示 模糊 控制 器 是 一 种 最 基本 、 最 简单 的 模 
类 控制 形式 ， 具 有 结构 简单 、 实 时 性 强 ， 控 制 性 能 好 等 特点 . 但 
是 其 控制 规则 一 旦 确定 ， 在 控制 过 程 中 便 不 再 改变 ， 其 控制 规则 
是 人 们 对 某 生 产 过 程 进行 控制 的 经 验 总 结 - 有 了 时 人 们 对 其 过 程 认 
识 贫乏 ， 或 总 结 不 出 完整 的 经 验 ， 这 样 得 到 的 控制 规则 不 够 完 
善 ， 必 定 会 影响 到 控制 的 效果 此 外 ， 由 于 过 程 不 断 变化 ， 用 固 
定 的 控制 规则 进行 控制 ， 结 果 可 能 与 实际 要 求 不 符 ， 这 就 促使 人 
们 去 研究 新 的 模糊 控制 器 ， 能 够 进行 自我 修改 、 完 善 和 调整 ， 以 
使 系统 的 性 能 不 断 改善 ， 达 到 预定 的 控制 效果 .这 就 是 所 谓 的 自 
组 织 模糊 控制 器 ， 也 叫 自 适应 模糊 控制 办 

自 组 织 模糊 控制 器 应 有 以 下 两 个 功能 : 

(1) 控制 功能 ， 即 根据 过 程 的 状态 给 出 合适 的 控制 量 ; 

(2) 学 习 功能 ， 即 根据 控制 器 的 控制 效果 ， 自 适应 地 调整 
控制 器 的 结构 或 参数 ， 以 获得 对 被 控 对 象 更 好 的 控制 效果 . 

这 就 是 说 自 组 织 模糊 控制 器 应 同时 具备 对 系统 的 控制 和 辨识 
两 大 功能 ， 那 么 如 何 使 模糊 控制 器 具有 自 适应 的 功能 呢 ? 一 般 我 
们 可 以 采用 改变 系统 的 结构 参数 〈 如 量化 因 季 及 比例 因子 ) 或 
修改 模糊 控制 规则 等 方法 ， 由 于 篇 幅 所 限 ， 在 这 里 我 们 只 通过 介 
绍 修正 控制 规则 来 改变 系统 输出 性 能 的 方法 来 说 明 构造 自 适 应 控 
制 器 的 一 般 思想 ， 其 余 不 做 介绍 

改变 控制 规则 的 途径 有 如 下 三 条 

(1) 增加 语言 变量 ; 
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(2) 改变 模糊 集 的 隶属 度 ; 

(3) 修改 模糊 控制 状态 表 . 

第 一 种 方法 相当 于 改变 控制 器 的 结构 ， 一 般 不 采用 这 种 方 
法 ; 第 二 种 方法 要 修改 模糊 集 的 隶属 蚌 数 ， 这 种 方法 比较 困 
难 ， 因 为 我 们 难以 了 解 控制 性 能 与 从 属 函 数 之 间 的 关系 ; 通常 
采用 修改 模糊 控制 状态 表 来 改善 性 能 ， 仅 当 用 这 种 方法 不 能 使 
性 能 继续 改善 时 才 采 用 前 面 的 办 法 .下 面谈 一 下 修改 模糊 控制 
表 的 做 法 : 

(1) 给 出 候 差 、 仿 差 变 化 率 及 控制 量 的 语言 值 ”为 简单 起 
见 ， 偏 差 e、 偏 差 变 化 率 2 和 控制 量 。 这 三 个 语言 变量 均 取 7 个 
语言 值 : ЈЕХ. Е, Е, %, М, ЯНА, НЕХ 

正大 人 A3, 正中 人 A2, 正 小 人 1, % 40, ИЛА-1, ЯД 
-2， 负 大 会 -3. 

(2) 给 出 初始 控制 束 ”可 根据 实际 问题 ， 先 给 出 一 个 粗糙 
的 控制 表 ， 如 表 12-6 就 是 一 个 简单 的 控制 表 . 


#12-46 初始 控制 表 (c 值 ) 


ыыы nm © 
ш o юу ю жя = s|. 


о 

1 

2 -1 0 1 
3 


表 12-6 中 的 控制 量 可 用 一 个 解析 表达 式 


¿= (+ В 
2 
表示 ， 其 中 (а) 表示 一 个 与 同 号 而 其 绝对 值 大 于 或 等 于 1 al 
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的 最 小 整数 ， 比 如 ，《〈1.5》 =2, (1) =1, (0.5) =1, 
(0) =0, (-0.5) = -1, {-1) =-1, {-1.5) =-2; 
(3) 给 出 带 修正 因子 的 控制 规则 ”如 令 


с = (oe + (1 -a)e) 


其 中 a 在 0 与 1 之 间 取 值 ， 当 a=0.5 时 ， 由 上 式 就 可 给 出 初始 
控制 表 ; 当 a=0.2 时 ， 上 式 给 出 如 表 12-7 所 示 的 经 过 修正 的 控 
Е. 

#127 ЕА СН) 


т . 

у -3 -2 -1 o 1 2 3 

-3 -3 -2 -1 -1 0 1 2 

-2 -3 -2 -1 ° ° 1 2 

-1 -3 -2 -1 0 1 1 2 

0 一 2 -2 -1 0 1 2 2 

1 -2 -1 -1 0 1 2 

2 -2 -1 0 о 1 2 3 

3 -2 -1 0 1 1 2 3 

ЖЕШ а, Жл НЕ (ЭШ) НИЕ. МНЕ 
述 易 见 ， 表 中 的 每 行 每 列 都 是 单调 增加 的 .用 a 作为 参数 不 仅 
方便 ， 而 且 其 值 的 大 小 ， 还 直接 意味 着 对 偏差 和 偏差 变化 率 的 加 


权 程 度 、 当 控制 系统 误差 。 相 对 于 误差 变化 е 大 时 ， 就 要 给 误 

差 。 较 大 的 加 权 ， 给。 较 小 的 加 权 ; 反之 ， 当 误差 变化 。 相对 

于 误差 e 大 时 ， 则 对 误差 变化 。 较 大 的 加 权 ， 给 误差 。 较 小 的 加 

KR. 这 恰好 反映 了 人 们 进行 控制 活动 时 的 思维 特点 。 这 样 既 可 以 

克服 单 凭 经 验 或 通过 对 系统 的 辨识 获得 控制 规则 的 困难 ， 又 可 避 

免 以 往 控制 规则 中 的 空 档 现象 ， 因 此 这 种 带 参 数 的 控制 规则 的 修 
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正 具有 重要 意义 . 
12.7 ”模糊 控制 应 用 实例 
12.7.1 模糊 控制 在 机 床 控制 中 的 应 用 (参见 文献 [24]) 


在 磨床 研磨 工件 表面 的 过 程 中 ， 工 件 表面 的 光洁 度 和 进 刀 量 
都 带 有 模糊 性 ， 现 对 磨床 加 工 工件 的 过 程 进行 模糊 控制 . 

磨床 加 工 工件 过 程 的 输入 是 进 刀 速度 ， 输 出 是 加 工 后 工件 的 
表面 ， 控 制 系统 的 设 定 值 (光洁 度 ) 视 为 w。， 并 定义 系统 的 输 
出 


и, = of wiv "k 

其 中 ,为 进 刀 速度 ，w 为 工作 速度 ，w 为 转速 ,上 为 铸件 调节 系 
Ж. а, b. d. к 均 为 给 定 的 正常 数 . 

再 取 相 对 偏差 Au = (u, - uo)/u。， 偏差 变化 6, = Аи, — 
Аи, -1， 此 处 表示 第 上 个 采样 间隔 . 

为 简单 起 见 ， 将 偏差 、 偏 差 变化 及 控制 量 论 域 都 取 为 

О= у= = {-5,-4, -3,-2, – 1,0,1,2,3,4,5| 
т: Иман 11 个 等 级 ， 如 表 12-8 所 
示 . 


表 12.8 偏差 、 偏 差 变 化 及 控制 量 


等 级 -5 -4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5 


L: 22 -25 -20 -15 -10 —5 0 5 10 15 20 25 


偏差 变化 /% | -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 
进 刀 速度 变化 | -5Af -4А/ -3A -2Af -1 а Af 28 34 44f 5А/ 
表 中 Af 为 进 刀 速度 的 上 限 与 下 限 之 差 与 10 的 商 . 


语言 变量 的 取 值 为 : ЕХ (НВ), ВХ (УВ), X (B), 
较 大 (NB). ЖЖ (LB), W (HS), ВА (VS), ЛУ (S), 
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较 小 (NS) 稍 小 (LS), Ж (0). 它们 的 隶属 函数 如 表 12-9 
所 示 . 
3129 ЖЩ ЕШ 

论 域 


о 02 06 1 06 
02 06 1 06 0.2 
МН ө о 0 о 0 9.2 06 1 06 02 0 


LB 0 о 0 о 0.2 06 1 06 02 0 0 


HS 1 06 02 0 0 0 0 0° ° 0 0 


控制 规则 共有 31 条 了 略 ) ,根据 这 些 规则 可 编 出 控制 表 
С 12-10). 并 存 人 计算 机 ， 这 样 便 可 对 磨床 加 工 过 程 进行 控 
制 ， 获 得 满意 的 效果 . 


表 12-10 控制 表 (c 值 ) 


-4 5 -2 -1 
-3 4 -2 -1 
-2 4 1 -2 


续 表 12-10 


为 简单 起 见 ， 在 表 中 我 们 定义 : -5ÀHS, -4Дуѕ, -3А 
S, -2ANS, -14АА15, ОДО, 1ALB, 2ANB, ЗАВ, 4ДУВ, 
5АНВ. 


12.7.2 ”模糊 控制 在 退火 炉 燃烧 过 程控 制 中 的 应 用 


12.7.2.1 概述 

对 燃油 退火 炉 燃 烧 过 程 的 控制 ， 首 先 要 求 克服 对 象 特 性 
的 多 变性 、 非 线性 ,噪声 、 不 对 称 的 增益 特性 、 较 大 的 纯 河 
后 等 因素 的 影响 ,实现 比较 精确 的 温度 和 上 压力 控制 。 并 在 此 
基础 上 寻求 最 佳 的 燃烧 过 程 ， 提 高 热效率 ， 以 达到 节约 能 源 
的 目的 . 

对 退火 炉 燃烧 过 程 的 控制 ， 要 求 维持 稳定 的 温度 以 满足 生产 
工艺 的 要 求 ， 保 证 钢材 退火 质量 ， 最 佳 燃 烧 过 程 取决 于 燃料 和 空 
气 的 比例 .根据 统计 分 析 ， 燃 烧 过 程 中 空气 过 剩 率 = 1.02 ~ 
1. 10 时 热效率 最 高 ， 此 区 域 称 为 最 佳 燃 烧 区 - и 值 低 于 此 区 域 会 
导致 不 完全 燃烧 而 冒 黑 烟 ， 反之, и 值 太 高 时 空气 过 剩 ， 上 废气 将 
带 走 过 多 的 热量 ， 同 时 产生 大 量 的 NO,. SO, 污染 环境 ， 因 此 在 
燃 刻 过 程 中 ， 控 制 系统 应 该 通过 控制 燃油 和 空气 的 比例 来 保持 最 
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此 外 ， 炉 膀 内 的 压力 是 随 着 工作 情况 而 变化 的 ， 气 温和 
废气 组 成 等 都 对 炉膛 内 的 压力 有 较 大 影响 ， 而 炉 压 又 能 影响 
炉 温 ， 因 此 ， 要 维持 稳定 的 炉 温 ， 还 需 对 炉膛 内 的 压力 进行 
调节 .保持 适当 的 炉膛 太 力 ， 可 以 提高 热效率 ， 延 长 窗 炉 的 
寿命 ， 因 为 炉 压 太 高 ， 会 引起 烟 气 外 冒 ， 炉 压 太 低 则 会 漏 风 ， 


造成 热 损失 . 


综 上 所 述 ， 要 保证 退火 质量 ， 实 现 最 佳 燃烧 过 程 ， 控 制 系统 
应 包括 以 下 三 个 基本 组 成 部 分 : 
(1) 温度 - 稀 油 /空气 流量 调节 回路 ; 


(2) 燃油 /空气 最 佳 比例 
(3) 炉膛 压力 调节 回路 - 


调节 回路 ; 


12.7.2.2 模糊 控制 系统 的 组 成 


退火 炉 燃烧 过 程控 制 的 


每 炉 钢 材 的 品种 规格 ДЕ? 


难 在 于 对 象 特性 的 多 变性 ， 退 火炉 


量 及 空间 位 置 都 不 相同 ， 炉 子 的 升 


温和 降 混 过 程 具有 不 对 称 的 增益 特性 ， 燃 油 的 热 值 也 常常 变化 ， 
所 以 燃油 退火 炉 控制 系统 是 一 个 非 线性 、 时 变 、 有 陈 声 干扰 、 有 
纯 清 后 的 系统 ， 这 类 系统 建 模 的 困难 使 现代 控制 理论 中 的 最 优 控 
制 难 以 应 用 ， 而 模糊 控制 正 适合 应 用 于 这 类 数学 模型 未 知 或 多 变 


的 过 程 . 


对 于 油 / 风 上 比 的 控制 ， 常 用 的 做 法 是 根据 烟 道 废气 中 的 残 
氧 量 来 进行 油 / 风 比 的 校正 .实践 证 明 ， 这 种 方法 由 于 受 多 种 
条 件 限 制 效果 不 够 理想 . 因此 ， 利 用 热效率 与 油 / 风 比 之 间 的 
峰值 特性 ， 采 用 自 寻 优 控制 ， 自 动 控 索 最 佳 油 / 风 比 ， 根据 人 
的 操作 经 验 建立 的 模糊 自 寻 优 方法 可 以 加 快 搜索 过 程 ， 提 高 


搜索 质量 ， 对 不 可 控 因 素 的 干扰 具有 较 好 的 自 适应 能 力 . 
采用 自 寻 优 模糊 控制 器 的 退火 炉 燃 烧 过 程控 制 系统 如 
图 12-12 所 示 ， 图 中 FPC 为 炉 压 模糊 控制 器 ，FTC 为 温度 模糊 控 


制 器 ， 它 根据 温度 信号 对 油 量 和 风量 进行 调节 ; FAC 为 油 / 风 比 
模糊 自 寻 优 控制 器 ， 它 不 断 发 出 试探 信号 ， 通 过 对 燃油 量 的 测 


“318 . 


ЖИЕ 


Р 12-12 退火 炉 模糊 控制 系统 图 


ш, 搜索 最 佳 油 / 风 比 ”燃料 /空气 控制 采用 并 行 结构 . 

系统 中 采用 一 台 APPLE- 卫 微机， 包括 主机 、 显 示 器 、 磁 盘 
了 驱动器、 打印 机 、A/D 和 D/A 转换 器 . 

12.7.2.3 模糊 控制 器 和 模糊 自 寻 优 控制 器 

A 模糊 控制 器 

炉 温 和 炉 压 控制 回路 中 的 模糊 控制 器 的 原理 图 如 图 12-13 所 
ж. 图 中 e 和 。 为 误差 及 其 导数 ,模糊 控制 采用 常用 的 控制 表 
形式 ， 加 以 适当 的 人 工 修正 ， 如 表 12-11 所 示 ， 


Kp 
РИ им ЕЯ у 
+ 
> Е 


+ 4 [| Ра 
9: 所 


Е 


图 12-13 ”模糊 控制 器 原理 
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表 12-11 人 工 修正 后 的 模糊 控制 表 


UN Ë 

-6| -5 -4|1-3| -2|-1|01112131415156 
Е 
-6 717|13717171717141412101010 
-5 ?7171317171715|14141|12|101510 
-4 т\т |7 |з [т (ва [а [зто јо | о 
-3 77 77 64а 3 1 0 1-1 -2| -2 
-2 616|1616141413|1|0|-1|-1|-2| -2 
-1 4|4ра4|4|уүэ|з|1]{о)})-1|-21-2}-з3|[-3 


+0 3|3131312111o61-2|-3|-3|-3|-4| -4 
1 3|3|212|1311o61-1|-3|-31-4| -4|-4| -6 
2 2 211j1 [о |-ро -41-4|-6] -6| -6| -7 
3 212 |а 06]|-11-3]-4 -4|-6| -7| -7| -7| -7 
4 0101|101-1|-3|-4|-4|-5|-71-7|-7| -7| -7 
5 ооо | -2| -4| -4| -5| -7| т -7| -7| -7|-7 
6 оо јо |-?|-41-4| -7| -7 | -7 | -7| -7 | -7 | -7 


控制 表 的 输出 要 经 过 一 个 输出 环节 转换 为 实际 控制 量 ， 再 加 
到 被 控 对 象 上 进行 控制 ， 常 用 的 输出 环节 有 比例 输出 和 积分 输出 
两 种 形式 ， 前 者 阶 禾 响 应 快 ， 但 为 有 差 控制 ， 后 者 可 接近 无 差 控 
制 ， 但 响应 较 慢 ， 且 超 调 较 大 ， 本 系统 采用 二 者 相 结 合 的 比例 积 
分 输出 结构 ， 具 有 超 调 小 ， 暂 态 时 间 短 的 优点 

上 述 模糊 控制 器 有 四 个 可 调 参数 ， 即 量化 因子 K.. K,, H, 
例 系数 K, ВЖ К, НХК, K, 可 以 提高 系统 对 误差 及 
其 变化 的 分 辩 率 ， 使 控制 精度 提高 ， 但 K.. К, 太 大 不 利于 系统 
的 稳定 性 YK КЩ K, 都 能 使 响应 速度 加 快 ,但 可 能 引起 振 
葛根 据 实际 调整 的 经 验 , 可取 KK =К,, K, =(2-3)К, ШК, 
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和 К, 取信 较 大 时 ， 应 适当 减少 K, ЯП K。 若 采样 周期 较 长 ， 则 
K, 和 K, 可 选 得 大 一 些 . 

在 本 系统 中 ，FPC 的 采样 周期 为 1/3min，FTC 的 采样 周期 
№ шит. 

B ЖУДИ 

退火 炉 的 耗 油 量 与 油 / 风 比 之 间 存 在 极 值 关系 ， 这 种 极 值 关 
系 受 燃料 热 值 变化 及 油嘴 变化 的 影响 ， 会 产生 漂移 ， 可 以 用 最 小 
耗 油 量 为 指标 ， 对 油 / 风 比 进行 自 寻 优 控制 . 

通常 的 步 进 或 自 寻 优 搜索 的 步 长 是 固定 的 ， 若 步 长 太 小 ， 收 
伍 速 度 过 慢 ， 则 对 于 一 些 不 可 控 扰动 的 响应 就 难以 适应 ; 若 步 长 
太 大 ， 则 搜索 损失 增 大 ， 有 时 还 会 引起 振荡 ， 影 响 正常 工作 ， 为 
了 提高 搜索 速度 ， 减 少 搜索 损失 ， 可 以 采用 变 步 长 的 办 法 .在 离 
极 值 点 较 远 处 ， 曲 线 较 陡 处 ， 选 用 大 步 长 ， 而 在 极 秆 点 附近 ， 曲 
线 平缓 处 采用 小 步 长 进行 搜索 ， 通 过 模糊 逻辑 判断 可 以 实现 步 长 
的 自动 改变 . 

应 用 模糊 集合 理论 设计 的 模糊 自 寻 优 控 制 器 如 图 12-14 
所 示 ， 它 以 耗 油 量 为 指标 ， 寻 找 最 佳 的 油 / 风 比 ， 在 每 个 采样 
周期 测量 油耗 增 量 Ay， 根 据 Ay 和 上 一 周期 寻 优 步 长 决定 本 
次 寻 优 步 长 . AY 和 AX 分 别 是 耗 油 增 量 和 步 长 的 模糊 语言 变 
E. К, Ауа ИНТ, К, 为 比例 因子 ， 它 把 AX 转换 为 
步 长 的 实际 值 . 


停 步 环节 / 
лу AY а 
ийт | | v | амаз ја [ах 
— Ашый И 
x 
АХА 
е га 


图 12 -14 模糊 自 寻 优 控制 器 
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选择 AY. AX 分 别 为 包含 8 个 和 6 个 语言 变量 的 模糊 子 集 如 
к 


ДУ =|NB,NM,NS,NO,PO,PS,PM ,PB} 
АХ =INB,NM,NS,PS,PM,PB| 


ЖР NB, NM, NS, NO, PO, PS, PM, РВ зт К, 负 
中 ， 负 小 ， 负 零 ， 正 零 ， 正 小 ,正中 和 正大 . 
AY 和 АХ 的 论 域 分 别 规定 为 14 和 12 个 等 级 ， 即 


У, =! -6, -5,.., -0, +0,---, +5, +6} 
X, ={-6,-5,+з,-1,+1, е, +5, +6} 


自 寻 优 搜索 过 程 的 控制 规则 如 表 12-12 所 示 ， 其 中 AX, Ж 
上 一 周期 寻 优 步 长 ，AX, 为 本 次 寻 优 步 长 . 
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АХ, -1 
АХ, 
NB NM NS PS PM PB 
АУ 

NB NB NB NB PB PB PB 
NM NM NB АВ РВ РВ РМ 
NS NS NM АМ РМ РМ Pps 
мо NS № NS PS PS ps 
PO PS Ps ps NS Ns NS 
ps PS РМ РМ NM NM Ns 
PM PM РВ РВ NB NB NM 
РВ РВ PB PB NB NB NB 


给 定 AY 和 AX 的 隶属 度 赋值 天 ,应 用 模糊 推理 合成 规 
计算 出 自 寻 优 控制 表 ， 再 加 以 人 工 修正 ， 可 得 自 寻 优 控 
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则 


x; Se- 
-6| -5| -4| -3| -2|-111213141515 
А 
-6 -6|-6|-6|-6|[-6|-6|в6|6{6\6|6 |6 
-5 =6 | -5| -6| -6| -6|-6|56|6161616las 
-4 4-4 5 | 5 | 6-66 [615344 
-3 -4| -4| -5| -5| -6|-6|6|6|15151414 
-2 -1| -1 -3| -3| -4|-41414131511a3 
-] -| -1 -3 -3 -4 ааа ||| 
-0 ii 
+0 ааа уа }-}-1}-1} а) -1}-1 
1 аа 1-40-40 -з0-з3|-1|-1 
2 111131314141-4|-4|-3|-3|1-1|-1 
3 а 1а 5]|s|s|s -6 | -6] -5| -5| -4| -4 
4 445351 6|6|-6| -6| -5| -5 | -4| -4 
5 6616616 |6 | -6| -6] -6] -6 | -6| -6 
6 616} 66 |6 |6 | -6| -6 | -6 | -6] -6| -6 


自 寻 优 的 过 程 就 是 查 表 运 算 过 程 ， 增 加 K, 入， 可 以 提高 
搜索 速度 ，K, 的 值 还 影响 搜索 损失 ， 故 可 根据 对 收敛 速度 的 要 
求 选 择 KR ， 而 根据 对 接 索 损失 的 要 求 选择 天. 

在 实际 应 用 中 ， 为 了 保证 油 / 风 自 寻 优 过 程 的 稳定 性 ， 加 入 
了 一 个 停 步 环节 ， 若 由 于 干扰 使 炉 温 出 现 较 大 波动 时 ， 暂 停 搜 
索 ， 以 避免 出 现 误 动作 - 

自 导 优 控制 是 一 种 稳 态 最 优 比 控制 ， 其 采样 频率 应 低 于 对 象 
固有 频率 的 2 ~5 倍 . 央 此 油 “ 风 比 自 寻 优 的 采样 周期 应 为 温度 调 
节 采 样 周期 的 2 ~ 5 们 .本 系统 选取 自 寻 优 采样 周期 为 3min， 即 
为 温度 调节 回路 采样 周期 的 3 信 . 
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12.7.2.4 应 用 效果 与 结论 

本 系统 已 用 于 北京 特殊 钢 广 一 台 燃 油 退 火炉 ， 取 得 了 较 满意 
的 控制 效果 (参见 文献 [25]). 

该 炉 的 退火 工艺 曲线 如 图 12-15(a) 所 示 ， 分 升温 、 保 温和 
降温 三 个 过 程 ， 降 漫 为 自由 降温 ， 不 需要 控制 .原来 采用 手动 控 
制 的 温度 记录 曲线 如 图 12-15(b) 所 示 ， 由 图 不 难看 出 ， 手 动 控 
制 难 以 达到 工艺 要 求 和 保证 可 靠 的 质量 ， 采 用 模糊 控制 系统 后 ， 
升温 跟踪 误差 在 + 4TC 以 内 ,保温 段 精度 可 达 + 2%. 
图 12-15(e) 为 采用 模糊 控制 后 的 温度 记录 曲线 ， 炉 压 给 定 为 


1 4 7 10 13 16 19 2 
(aB T Z dpt 


600| 

500 h 
1 4 7 10 1 1 19 2 

(b) 手 动 控制 温度 记录 曲线 

800| 

700| 

р 

600) 

500] h 

ИШЕ 414 7 юз 1 в 2 


«) йит сїн 
Я 12-15 退火 炉 的 温度 曲线 
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ImmH,O, ВНЕ +0. 2ттН,О. 

油 / 风 比 自 寻 优 控制 收敛 速度 很 快 ， 一 般 经 过 6 ~ 8 个 采 
样 周期 即 可 达到 最 佳 值 ， 但 由 于 炉子 的 原 有 风机 选 得 过 大 ， 
油 / 风 比 达到 下 限 后 ， 空 气 仍然 过 狂 ， 即 使 如 此 ， 据 初步 统 
计 ， 在 保温 阶段 ,采用 模糊 控制 比 手动 控制 可 节能 10% 左 
右 ， 经济 效益 可 观 . 

整个 系统 运行 稳定 ， 没 有 振荡 ， 在 温度 控制 回路 加 入 -20% 
的 阶 肾 干扰 时 ,温度 最 大 落差 为 - 10T ， 恢 复 时 间 约 为 10 个 采 
样 周期 . 

综 上 所 述 ， 模糊 控制 系统 在 退火 炉 上 的 应 用 达到 了 减轻 操作 
人 员 劳动 强度 ， 提 高 控制 精度 ， 保 证 退火 质量 ， 节 约 能 源 的 目 
的 . 
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1. ШЫ U= 11,2, 3, 4, 51, О БИЕ "А7, М, Еа 
小 ",“ 非 常 大 ”,“ 不 非常 大 ”分 别 为 

Ж=(1, 0.8, 0.6, 0,4, 0.2), Ж = (0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1) 

非常 小 = (1, 0,64, 0.36, 0.16, 0.04) 

非常 大 = (0.04, 0.16, 0.36, 0.64, 1) 

不 非常 大 = (0.96, 0.84, 0.64, 0.36, 0) 
若 已 知 模糊 条 件 判断 句 为 “ 若 4 小 ， 则 B 大 ,否则 B 不 非常 大 ”， 现 给 
“4" 非常 小 ”"， 问 B8" 如何 ? 


2. 已 知 如 输入 
4 
则 输出 为 
Ане 
问 若 输 入 为 
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s 094 08 1 050 


А, 
~ а, ва, аз 94 а 


жан в. 
3, 已 知 着 输入 为 


| 


1 0.1 0.5 
А = 2—+0.5 В В "k th t 
则 输出 为 《 =0.2/0, +1/cs， 求 根据 这 条 规则 确定 的 К. 

4. 设 炉 温 偏 益 ee = | -3, -2, -1, 0,1, 2, 31, ЖЖАЕ 
qeW=1-3, -2, -1,0, 1, 2, 3}, 控制 规则 见 下 表 : 


观察 量 | РВ. _ PS, 0, Ns, NB. 


控制 量 | NB, Ns, 0, PS, PB, 


又 设 PB =(0,0,0,0,0,0.5,1) 
PS =(0,0,0,0,1,0.5, 0) 
0 =(0,0,0.5,1,0,5,0,0) 
NS =(0,0.5,1,0,0,0,0) 
NB =(1,0.5,0,0,0, 0, 0) 
计算 出 它们 的 控制 表 ， 并 求 观察 量 。= (0.2, 1, 0.2, 0, 0, 0, 0) 6948838 
响应 与 确切 响应 (采用 最 大 素 属 度 法 进行 模糊 判决 ). 
5. 设计 一 个 炉 温 控制 器 : 
炉 温 误差 xeX=| -3; -2, -1,0,1,2,3} 
误差 变化 率 x sey= | -3, -2, -1,0,1,2, 3} 
控制 量 weZ={-3,，~2, -1,0,1,2,3} 


控制 规则 如 下 : 
B 
` 负 大 负 小 0 正 小 正大 
Ма 
正大 о 负 小 负 小 А 负 大 
正 小 正 小 0 ал 负 小 АХ 
0 正 小 о 0 0 fu 


续 表 
Н 
АЖ 负 小 0 ЕЛ 正人 
КАП 
Б Н 正大 止 小 正 小 о 负 小 
负 大 正大 正大 正大 正 小 0 
ДФ, о/а, z). 如 “车 * 正 大 且 * 负 小 ， 则 & 负 小 "， 写 出 表示 控制 


规则 的 模糊 关系 . 


„327. 
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第 13 章 模糊 概率 


尽管 模糊 性 和 随机 性 有 着 本 质 的 区 别 ， 但 两 者 之 间 又 有 一 定 


丑 系 ， 是 可 以 相互 渗透 的 。 同 一 现象 往往 既 含 有 模糊 性 ， 也 含 


有 随机 性 ， 


此 在 研究 这 类 问题 时 ， 把 两 类 不 确定 性 结合 起 来 考 


虑 是 十 分 重要 的 ， 这 正 是 模糊 概率 要 解决 的 问题 。， 本 章 先 介绍 模 
糊 事 件 的 普通 概率 ， 然 后 介绍 普通 事件 的 模糊 概率 ， 最 后 介绍 模 
糊 举 件 的 模糊 概率 . 


13.1 模糊 事件 的 普通 概率 


在 现实 生活 中 ， 


经 常会 遇 到 这 样 的 事件 ， 不 仅 其 发 咎 与 否 是 


不 确定 的 ， 而 且 其 含义 也 是 不 确定 的 ， 例 如 “ 某 地 区 明年 夏季 
出 现 暴雨 天 气 的 可 能 人 性 很 大 ”. 这 里 “暴雨 ”是 模糊 事件 ， 而 
“可 能 性 很 大 ” 则 用 


ТАНИ 


了 概率 语言 . 


有 件 及 其 概率 的 定义 . 


13.1.1 模糊 事件 的 概率 

定义 13-1 ОАВ, Н А e (1), Ж A (u) 
是 一 随机 变量 ， 则 称 4 为 22 中 的 模糊 随机 事件 ， 模 糊 随机 事件 
的 概率 定义 为 


P(A 


Дед (и) = ElA(w)] (13.1) 


ф 4р = p(w)dw,p(w) 为 概率 密度 . 
若 论 域 是 有 限 离散 集 时 ， 则 式 (13.1) 写成 : 
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Ра) A У AG), 


模 枯 事件 的 普通 概率 有 如 下 性 质 : 

Ë À. В 均 为 中 的 模糊 事件 ， 则 有 

(ПОРА) «1; P(@) =0; P(N) = 1; 

(2) ЖА СВ,ШРОД) <Р(В); 

(3) РСА) =1-РСА); 

(4) РКА U B) = РСЯ) +РСВ) -РСА п B); 

(5) 若 4 n B = @.Bl|P(A U В) = Р(А) +Р(В). 

此 性 质 可 推广 到 有 限 个 模糊 事件 上 去 . 

著 4; 为 2 中 的 模糊 事件 (151, 2, з, п), H 3 i=j 
时 有 д. ПА, = 名 (此 时 称 A.A... А. ЕЖА), 
则 有 


P(A ЧОВ) +Р(А n B) 

=[4 u возр [4 n B Go)dp 

= Јао) V В Сю) Тар + [Са бо) A В (6) 18р 
= ас) V В(ш) + А (ш) Л В (№) ]4р 

= [4 (=) + B (о) ]dp 


= А Со) + [В (ю)др 
=P(A)+P(B) 
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ЖХ 132 ШАВ О ВИЕ, Ж 
Р(А n B) =P(A)P( B) 


成 立 ， 则 称 À 和 B 是 独立 的 - | 
定义 133 设 4 ЯВ 为 模糊 事件 ,， 若 P( B) > 0, 则 称 


Р(АП В) 


РОДАТ В) = РВ 


为 在 已 知事 件 B 发 生 条 件 下 的 事件 4 的 条 件 概率 . 
车 4 与 县 独立 , 则 
РСА B) = РА). 
由 此 定义 ， 易 得 如 下 三 个 定理 . 
定理 13-1 (ЖКА) 
E Au Ás сз) 4, 为 人 2 上 的 n 个 模 模 事件 ， 且 PP 
(А. пд пп A.) >0, А0 


PLUAIN An n AO) 
= РСА РСА 1 а) РСА A. n n А.а) 


定理 人 -2 (全 模 率 公式 ) 
W д1, 4," 和 4 是 人 上 的 ,个 两 两 互 不 相 容 的 模糊 寺 


件 且 PC 和) > 0 ，( i = 1,2,…,n) ， 则 对 于 任意 4,4 СО 
A, 有 


Ж 


РА) = YPCADPCA 1 A) 


定理 13-3 (ШУДО) 
W AA... A. EO ЕЮ, п 个 两 两 互 不 相 容 的 模糊 事 
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РОД > 0)，(i = 12, n) , 则 对 任意 4,4 СО А.Н 
Р(А) >0, 有 


P(ADP(A 1 АД 
РАА) = 
УРАРДА) 


91131 ЖЖ, ЕИН А = “出 现 的 点 数 不 太 
大 也 不 太 小 ”的 概率 ， 且 设 


解 ” 取 出现 的 点 数 为 论 域 ， 即 取 
Q= {1,2,3,4, 5, 6}, НН: 点 的 概率 


Р, = (i = 1,2,3,+-,6) 


1 
5 
于 是 


РСА) = хов хія хі 06 


= 0. 53 
$1132 已 知 某 产 品 的 废品 率 为 0. 01 ， 现 任意 从 中 抽取 100 
个 进行 检验 ， 求 模糊 事件 4 =“ 所 取 产品 中 废品 个 数 为 四 个 左 
右 ” 的 概率 ， 且 设 


.06 1. 1.1 .06 
АУ +3; +41*5* 


解 ” 取 所 遇 废品 的 个 数 为 论 域 ， 即 取 
0 = |1,2,---,100] 
再 设 Р, 是 取出 产品 中 恰 有 ;个 废品 的 概率 ， 即 
Р, = Со: * (0.01): (1-0.01) 9, (1 = 12 :100) 
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则 
P(A)=0.6x0.18 +1 x0.06 +1 x 0.02 
+ 1 x 0. 003 + 0. 6 x 0. 0005 
= 0.2 


故 所 取 产 品 中 废品 个 数 为 四 个 左右 的 概率 为 0. 2. 

81133 设 某 物体 的 长 度 为 6， 现 用 一 仪器 去 测量 ， 若 无 系 
统 偏差 测量 方差 为 o* (c >0)， 则 测量 所 得 物体 长 度 外 是 一 
随机 变量 ， 其 概率 密度 为 


р(х) = 


МЕЧ 
l ¿2 


2те 


用 4 表示 “测量 的 结果 与 相差 不 大 "， 且 定义 
А) =" (b > 0, 为 参数 ) 


жа 的 概率 , 
Ж 按 定义 13-1 有 
И шш 
Ге. а 
24) [. яз 


жи еба т 
13.1.2 ”模糊 事件 的 均值 和 方差 
定义 13-4 j À 是 样本 空间 О (C R°) 上 的 模糊 事件 ， 
则 定义 
m( 4) = Ја б) 
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为 4 的 均值 , 定义 
DCA) = Пат A) A (кёр 
为 4 的 方差 . 
定义 13.5 设 和 4 是 样本 空间 0 (OCR) 上 的 模糊 事件 ， 
则 4 的 上 阶 原点 和 定义 为 
(4) = ед оф 
À 的 天 有 阶 中 心 矩 定义 为 
Di( 4) = [Ix - m( 4)" 4 (z)dp 
显然 : 
(1) mu( 4) À 的 均值 ; 
(2) D,( A) 是 А 的 方差 
9113-4 МТ, ЖЖ 4 = “ 面 朝 上 的 数字 约 


为 3” 的 概率 、 均 值 和 方差 ， 且 设 
-®%4,06,1 06 04 02 


A= 3141516 
解 取 Q= |1,2,3,4,5,6}, ПР-Т, G=l,2, 
3, 4, 5, 6) 
В 
РСА) = У Á (x.)p, 

я 

_ 1 1 1 1 

=% х0.4 +ç x0.6 + х1+6 х0.6 
1 i 

+ 6 х0.4 + 6 x0.2 

=0.53 
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1 1 1 
210.4 хе +2 х@.6ху t3x1x 6 
аа ховх 2 +504 L +6 x0.2 хт 
276 776 "^^ 6 
= 1.70 
6 
ро А) = У, (а - тб A) А (0р 
я 


ма сату коа + (2 - 1.7)? x0.6 
+ (3 - 1.7) x1 + (4-1.7)* х0. 6 
+ (5 -1.7)2 х0.4 + (6 - 1.72 x0.2] 


= цо, 196 + 0.054 + 1. 69 +3. 174 + 4,356 + 3. 6981 


= 2.19 
13.2 普通 事件 的 模糊 概率 
13.2.1 语言 概率 


在 许多 问题 中 ， 事件 本 身 是 确切 的 ， 而 其 概率 却 是 模糊 的 
比如 甲 、 乙 两 队 进 行 比赛 ， 问 甲 队 获胜 的 可 能 性 有 多 大 ? 这 时 我 
们 很 难 给 出 一 个 确切 的 数值 答案 ， 却 习惯 用 “很 大 ”、“ 不 大 ”、 
“ 极 小 ”等 模 烤 词汇 来 回答 ， 例如 说 “ 甲 众 获胜 的 可 能 性 很 大 ” 
比 赔 “四 队 获 胜 的 可 能 性 为 0.9 更 符合 实际 "， 再 如 说 “ 模 本 不 
可 能 ”是 指 “事件 出 现 的 概率 几乎 为 零 ”; “非常 可 能 ” 意 指 
“事件 出 现 的 模 率 很 大 ”; “完全 可 能 ” 意 指 “事件 出 现 的 概率 几 
т”. 

对 于 “明确 事件 ”的 模糊 概率 ， 不 像 普 通 概 率 那样 用 [0， 
1] 中 的 数值 表示 ， 而 是 用 模糊 语言 表示 ， 所 以 我 们 称 普通 事件 
的 模糊 模 率 为 模糊 语言 概率 ， 简称 语言 概率 . 

由 于 模 率 P 在 [0,1] 上 取 值 ， 所 以 语言 概率 是 以 [0，1] 
为 论 域 的 模糊 子 集 , НС 10, 11) 表示 由 (0, 11 上 全 体 模 
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糊 子 集 构成 的 类 ， 而 它 的 菜 一 个 选 定 的 子 类 8 称 为 语言 概率 
的 信 空 间 ， 区 中 的 元 素 称 为 概率 语言 值 ， 如 “很 可 能 ”对 应 
着 “出 现 的 概率 很 大 ",“ 很 不 可 能 ”对 应 着 “出 现 的 概率 很 
№”. 

90 91008, ВОЕН, ДЕН 
为 

P. 6 — £ 

下 而 给 出 三 种 原始 单词 : 

(1) “р” pp 是 [0, 1] 中 的 一 个 实数 . “p” 的 隶属 函数 
规定 为 


1, 当 g =p 
0, фер 
(2) “иШ ” ” 它 的 隶属 函数 定义 为 


р = { (q e [0,1]) 


0 N О=р<а 
2 
р-а а +1 
< 很 可 能 "(p) = РО) 


р 
1-2(2—1) ‚ © кряж 


此 处 = 是 一 个 参数 , B 1>a > 


《3)“ 很 不 可 能 ”一 般 取 
“很 不 可 能 ”(p) =“ 很 可 能 ”(1 -p) 


1-а ^2 
= 2 
21,1 -р-а 1-а _ 
2( Ра), i =р&1-а 
0 ‚ 1-aspsl 


模糊 概率 的 论 域 是 [0，1] ， 在 实际 问题 中 为 方便 起 见 常常 
考虑 离散 的 情况 ,将 ГО, 1] 换 为 离散 域 U0， 通常 取 
U= {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 
0.9, 1} 
ЕЖЕ, ЧЕХ 
“很 可 能 ” =0-5,0-7,09, 1,1 


50.6 *0.7 10.80.91 
а „05 07 09 1 1 
很 不 可 能 ”= 了 了 .611-0.7+1-081+1-09+1-1 


1 1 09 0.7 0.5 


将 胃 辑 运算 施 于 这 些 原始 单词 时 ， 便 得 到 一 系列 概率 语言 
便 : 

“不 很 可 能 ”(p) = (“很 可 能 )* (р) 

{“ 很 可 能 ”或 “很 不 可 能 ”) (р) 

= (“ИЯ”) (р) М (“很 不 可 能 ”) (р) 


“有 点 可 能 ”(p) = (“很 可 能 ”(p)) 


0 , О=р=а 
, ар 21 
z 
р-1 а+1 
1—1) . 2 “ря! 


“非常 可 能 ”(P) =《“ 很 可 能 ”(p))” 
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0 , О«р<а 


И 4-4) ， ара 1 
(21у, 1 ср 


经 模糊 化 算 子 作用 ， 也 可 得 到 一 类 概率 语言 
А _ em рер 
ЕЖЕ p" (4) = N е 


“差不多 是 0” = “几乎 不 可 能 ”( 发 生 ) 
“差不多 是 1” = “几乎 一 定 ”( 发 生 ) 

经 判定 化 算 子 作用 ， 还 可 得 到 ， 
“倾向 很 可 能 ”(p) =) [“ 很 可 能 ”(p)1] 
-| 1+а 
2 


0, p< 


Че [0,1] 


“倾向 很 不 可 能 ”(P) = d: [ “ЭБЕТ” (р) ] 


1+а 

| р < 5 
1+а 

0, p> 2 


这 时 模糊 概率 向 普通 概率 转化 ， 并 且 用 一 界限 来 衡量 事件 是 
理发 生 . 

下 面 给 出 概率 语言 值 的 运算 法 则 

定义 136 Ил: е ба, є [0,110 =1,2,---,п), Д.) 
的 线性 组 合 被 定义 为 一 个 模 糯 概 率 语言 值 ， 即 


(а Zi +а тз + +а,т,) (р) 


A V (тр) Л A т.р.) 
Кадес 
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Яй: (1) 概率 语言 值 对 如 上 定义 m 运算 是 封闭 的 ; (2) 
Pe [0, 1]. 


81135 设 U= 10, 01, …, 0.9, 11, B 
чэ” 07 ， 1 ,0.6 

ж =°02°=оу+ол+бз 
сов" ОЛ, 1.0.6 


求 模糊 概率 语言 值 то=оут‹+а,т›, аа, е [0,1]. 
Ñ 由 定义 z 60563 р жЕ 


ар; +азр = р, р tp = 1, 


ЯТ, т 的 元 素 为 
O.la, +0.9а,, 0. 2а, +0.8а,, 0.3а, +0.7а,. 
Ма э a, В}, 
т = 0.7 A 0.6 ТГАТ 0.6 Л 0.7 


= 01а 40.9, * 02a +0.8а, "0. За, +0.7а, 


06, 1 0.6 
Dla +07905 +024, +0. ва, "0. За, +077 


0.6 + 1 + 0.6 
Dla +0. 9а, * 0.2а, + 0. 8а, 03o + O.7a;, 
Ш z = 
1 
а 


aa, а,в, e [0,1], 
а =a =ае [0,1]. 


1136 Ям = “ТИН ” (р), т, = “很 不 可 能 ”(p) ， 
则 对 任意 pe [0, 11, 


(p) = т.(1 -р) 
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于 是 ， 对 任意 o 关 cs， 有 


(ат + аут)(р) =, КА К Ст (рі) А т;(р;)) 
Pip = 


(m(p) Аль(1-р‹)) 


у 
вру+аз(1-ру)=р 


„Сто A т, (р!) ) 


ву +ау(Ф-р1) =. 


= у (тр) 
р-а, а=жр&=а, 
= „(5 2) И (Ва, = p < a,) 
0 , 其 他 
在 式 (132) РЖ а =0.6, Mj 
0 ‚ 0<ps06 


а. =0.8, а,=0.2, 则 当 0.2<p<0.8 时 ， 有 
(0.8m + 0.2m)(p) = (20:2) 


0.8 
0 ， о«202 <06 

_ Че" - 1)/0.4] ， 0.6 «2202208 
1-2[(202 02 1), ов «2202 41 


0 ‚ 9.2 =p = 0.56 
p — 0.561° 
_ ( ЕЛ ) ‚ 0.56 <р=0. 68 
_о{р-0.8ү° -0.2 
1 (Р) ， 0.68 «26208 


234 0=p <0.2 0.8 <p=1 Bf 
(0.8m +0.2т,)(р) = 0 
下 面 给 出 语言 概率 的 定义 : 
定义 137 # [= шв, ш, 9, ш,|, пе (1=1, 
2, +, n), Ж ЖЯ A є .如 的 模糊 概率 为 


P(4) А Yaz, 


На À A(6.), п, À P(u,)(i = 1,2,--,п) 
容易 验证 语言 概率 有 如 下 性 质 : 
(1) 正规 性 P (10) =1; 
(2) 有 限 可 加 性 对 YA4、Be.%, АпВ=@, Ж 
Р(А Ú B) = Р(А) + P(B) 


其 中 P(4) + P(B) 意 指 : 
车 
P(A) = aym, + ат + ат, 
P(B) = b,mi + вт, + +, 
则 
P(A) + P(B) = (a, +b,)m, + (a, +6.) п, 
жое + (a, + 6.) ят, 
= % 13-8 ЖИЛ (2, 28, #, P) 为 一 个 语言 概率 
5, Жр Q Жн], 8 5 0 ение Er. m Z 
Ж #( [0, 11) 的 某 一 子 类 ，P 为 语言 概率 . 
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13.2.2 模糊 概率 随机 变量 
ЖХ 139 设 上 (и) 是 定义 在 (O, 6, #, Р) 上 的 单 什 
实 函数 ， 则 称 Е 为 模糊 概率 随机 变量 (ие). 
定义 13-10 ВЕНЕ Е 的 分 布 函数 
Р(х) =P|£ <x| = У т.= U, AF,(x) 


7 аа 
其 中 z,e £, F,(z) = > (то. 
аа 
ЯЯ F(x) 具有 如 下 性 质 : 
(1) 单调 人 性 若 a<b, 则 F(a) <€ F(b); 
(2) ,lim F(x) =0, Jim F(a) =1. 
定义 13-11 设 模糊 概率 随机 变量 上 的 可 能 取信 为 el ,ac ,…， 
a,,(m =< п), Ж 
пе Рет = k. mesa МАС 
为 的 模糊 概率 分 布 列 ， 其 中 
(д), А У (z), 


жч 
定义 13-12 Ф400) ,名 (w) 定义 在 同一 语言 概率 场 (0, 
6, #, Р) Е, АЖ 
£ (6.5) 
构成 一 个 二 维 模糊 概率 随机 向 量 ， 其 联合 分 布 沙 数 定义 为 
Рем.) = Plé <, < x,| 


= т 
{бюд < бон) <зу 

二 维 模糊 概率 随机 向 量 的 分 布 函数 F(x,y) 具有 如 下 性 质 ， 

(1) Тху 都 是 单调 不 减 的 ， 即 车 <, у <у,, BM 


Е(ж у) < Е(х,,у) 
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Ржу) < F(x,y,) 
(2) 对 任意 的 *， ye 实数， 有 
lim Р(х,у) = 0 
limF(x,y) = 0 
БаР) =1 


ны 


定义 13-13 设 二 维 模糊 概率 随机 向 量 (Ж, У) 的 一 切 可 能 
ВИН (а,, 6), (121, 2, 55, ж; j=1,2,…， n), ИЖ 


ту PIX а, = b| = 


m. 
KO) 4009) =; 


Я (X, Y) 的 联合 模糊 概率 分 布 列 ; ЖК 


я (X, Y) 的 边际 模糊 概率 分 布 列 . 
定义 13-14 (模糊 概率 随机 变量 & 的 数学 期 望 ) 


Ж £ 的 模糊 概率 分 布 列 为 
P(£=a)= m! (j= 1,2,--,m) 
则 二 的 数学 期 望 定义 为 


EG) = Yami 
£ 
定义 13-15 模糊 概率 随机 变量 的 方差 ) 


设 志 的 模糊 概率 分 布 列 为 
P(€ =a) = д) 0=12 m) ° 
则 专 的 方差 定义 为 
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р = Ха - отр"; 


13.3 ”模糊 事件 的 模糊 概率 

前 两 节 讨 论 了 模糊 事件 的 普通 概率 与 普通 事件 的 模糊 概率 ， 
但 在 实际 问题 中 ， 有 时 事件 与 概率 都 是 模糊 的 ， 如 “这 是 好 办 
法 ， 多 数 人 会 同意 ”,“ 明 天 是 好 天 气 的 可 能 性 大 ” ， 都 属于 这 种 
类 型 的 问题 . 

定义 13-16 É 4 ВЕНЕ (0, №, #, Р) 上 的 模 
糊 事 件 ， 称 

ЛҮҮ 

为 模糊 事件 4 的 模糊 概率 其 中 O = (а, ш, сз, оо, |, 


та, Zo. 7 ТЕЁ 


#1137 设 2= 11,2, 3] 


‚өм 

ЯЙ z i= “接近 于 0.3” = 
和 =“ 接近 于 0.6”= 10 
za = “Вато” -5$+ L +05 


则 模糊 事件 4 的 模糊 概率 为 
Р(А)=0.4т,\+1т‚+0.8т, 


204 х (05 Ил +)! х (0:8 +в +05) 
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由 上 一 节 定 义 13-6 中 对 概率 语言 值 的 约束 条 件 ， 此 式 运 算 应 满 
Ж 
ат, тат, + ату = p, T+ TT +T, = 1 
其 中 
а= A(1), а, = 4(2), a, = 4 (3), 
于 是 
0.6 A1 A0.6 
Р( 4)= 54 x0.2+1x0.6+0.8 x0.2 


+ 06A06A1 
0.4х0.2 +1х0.7 +0.8 x0.1 


+ 1 A0.6 A0.6 
0.4 х0.3 +1х0. 5 +0.8 x0.2 


+ 1А1А1 
9.4 х0.3 +1х0. 6 +0.8 х0.1 


+ 1 A0.6 ЛО. 6 
0.4 х0.3 +1х0.7 +0.8 х0 


+ 0.6 A0.6 .A1 
0.4 х0.4 +1х0.5 +0.8х0. 1 


+ 9.6 A1 ЛО. 6 
0.4 х0.4 +1х0.6 +0.8 х0 


0.6 + 0.6 + 0.6 + 1 + 0-6 + 0-6 „2-6 
0.84 0.86 0.78 08 0.82 0.74 0.76 


=“ 接 近 于 0.8”. 


习 题 13 


І. 已 知 在 某 雷 达 探 测 空域 内 存在 一 架 来 效 敌 机 ， 和 雷达 在 该 空域 内 搜 
索 ， 直 至 发 现 目标 为 止 ， 若 备 达 每 搜索 一 次 的 检测 概率 为 p， 且 各 次 搜索 
是 相互 独立 的 ， 同 雷达 “搜索 不 了 几 次 ”就 发 现 目标 的 概率 是 多 大 (其 中 


= 40-8 ,0.6,0.4 
A= T+ + +—)7 
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2. 革 商 店 售 出 某 产品 的 个 数 x 服从 均值 为 严 方差 为 o 的 正 态 分 布 ， 
“大 体 售 出 6 个 左右 产品 ”这 一 模糊 事件 4 的 隶属 函数 为 


тыз 
А (a) = ей 


ЖА 的 概率 P (А) =? 
3, 对 某 地 区 进行 普查 ， 得 慢性 气管 类 发 病 率 如 下 : 


вая 患 病 率 /% 

15 岁 以 下 2.8 

15-25% 3.7 

25-35% 5.0 

35-459 1.6 

45 ~55 Ф 11.0 

55 岁 以 上 14.2 

| жыш” 1 0.6 
设 再 年“ 15-25125 - 35 

1 0.3 


“老年 ”= ЩЕ" = 55 
试 算出 “青年 ”和 “老年 ” 患 慢性 气管 炎 的 概率 . 


4. 设 
0 , 0=х=0.7 
х-0.7ү 
чн) = тот) с 97 08 
-0.7ү 
1-2( 05) , 0.8 <х51 
求 ，(0.6“ 很 可 能 ” +0.3“ 很 不 可 能 ") (x) =° 
5. НО = ши, и, |, А 206.1 07 


жы = “大 约 02" 07.01.06, 
т, “大 约 0.7”= + 
= 16. ов 
тъ = “910.1 +05, 
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附录 预备 知识 
附录 工 普通 集合 简介 


模糊 集合 是 普通 集合 的 推广 和 扩充 ， 因 此 普通 集合 的 理论 是 
学 习 模糊 集合 的 必 备 知识 ， 考 虑 到 读者 对 普通 集合 的 知识 已 有 一 
定 基础 ， 这 里 仅 对 基本 内 容 做 一 简要 回顾. 


Ll 集合 的 概念 


集合 是 一 个 不 能 精确 定义 的 基本 概念 ， 一 般 地 说 ， 具 有 某 种 
共同 特点 ， 彼 此 可 以 相互 区 别 的 个 体 构 成 的 整体 ， 就 形成 一 个 集 
合 ， 而 构成 集合 的 个 体 称 为 集合 的 元 或 元 素 ， 比 如 , “桌子 上 的 

йй”, “全 体 自然 数 ”…… 都 是 集合 ， 而 该 桌 上 的 台灯 、 词 典 
就 是 “桌子 上 的 物品 ”这 个 集合 中 的 元 素 ; 数 “1”"、“5” 是 
“全 体 自然 数 ”集合 中 的 元 素 - 

集合 通常 用 大 写字 母 4，B，… 来 表示 ， 而 集合 的 元 素 则 以 
小 写字 母 a，5，… 表 示 ， 当 a 是 集合 4 的 元 素 时 , 记 ae 4, Ж 
fE “a 属于 4”， 否 则 记 a Е А, Еа КАТА". 不 含 任何 元 
素 的 集合 称 为 空 集 ， 记 为 名. 

和 集合 可 分 为 有 限 集 和 无 限 集 ， 有 限 集 是 指 含有 有 限 个 元 罕 的 
集合 ， 无 限 集 是 指 含 无 限 个 元 素 的 集合 . 

我 们 在 研究 分 析 一 个 具体 问题 时 ， 往 往 要 先 规 定 一 个 合适 的 
范围 ， 作 为 我 们 讨论 该 问题 的 出 发 点 ， 称 为 基点 ， 比 如 ， 要 讨论 
“矿石 的 特性 ”， 我 们 不 必 去 考察 一 头 牛 或 一 区 布 ， 只 需 先 把 我 
们 的 议题 限制 在 “全 体 矿 石 ”这 个 范围 内 ,然后 把 所 有 矿石 作 
为 讨论 对 象 就 行 了 ， 这 个 合适 的 范围 称 为 论 域 (或 全 域 ). 论 域 
一 般 用 上 У, +, X. Y. с. 
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给 定论 域 ,0 中 的 某 一 部 分 元 素 构成 的 集合 叫做 已 上 的 一 
个 集合 . 

普通 集合 概念 遵从 二 值 逻 辑 ， 即 给 定论 域 U， 以 及 U 上 的 集 
合 4, 那么 对 于 UU 上 的 任何 元 素 与 4 的 关系 只 有 两 种 可 能 : 
иЕАЖиЕА. 因此 要 想 确 定 已 上 的 一 个 集合 4， 只 需 对 也 中 的 
任 一 元 素 ,都 能 在 

wedA 和 ueEA 
两 者 之 间作 一 选择 就 行 了 . 

设 4.8 是 U 上 的 两 个 集合 ,对 于 任意 w e U, 若 we А, ие 
В, ВАА, ИВ Ə 4, 或 称 4 被 8 包含 , 记 作 4 СОВ, Н] 
АТИ В В. 

ЖАСВНАЗВ, ИЖА, В, А-В. 

ОТЕ ЖА ОР, ШАСИ. ЯЯ, ШЖ 
也 是 局 的 一 个 子 集 ， 若 把 “C” 看 作 一 种 大 小 关系 , 那么 U 有 
最 大 子 集 和 最 小 子 集 ， 最 大 子 集 即 为 其 本 身 ， 最 小 子 集 即 为 空 集 
2. 对 任意 4CU, 都 有 

@cACU 


由 于 我 们 在 讨论 一 问题 时 ， 总 假定 所 涉及 到 的 集合 是 同一 论 
域 5 上 的 集合 ， 因 此 有 时 也 把 集合 称 为 子 集 - 
值得 注意 的 是 元 素 与 集合 是 不 同 层次 的 两 个 概念 ， 特别 对 于 
元 素 и ИХ и 组 成 的 单元 素 集 更 应 该 注意 不 要 混淆 .元 素 
与 集合 之 间 是 “属于 ”或 “不 属于 ”的 关系 ,而 集合 与 集合 之 
间 则 是 “包含 ”或 “不 包含 ”的 关系 . 
我 们 常常 讨论 以 集合 作为 成 员 的 集合 ， 这 种 讨论 对 于 加 深 集 
合 概念 的 理解 是 很 有 好 处 的 ， 为 此 引入 零 集 的 概念 . 
定义 1 设 也 为 给 定 的 论 域 ， 由己 的 所 有 子 集 为 元 素 构 成 的 
ЖАР О ЮЕ, іо 2 (U). 
例如 , 设 U = {а,6,с} ， 则 
20) = |{@,{а|,1Ь} (ер, іа, fo,c}, se ,ae 
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9 (U) 中 每 一 个 元 素 ， 实际 上 都 是 如 的 子 集合 ， 可 见 元 素 
与 集合 也 具有 相对 性 . 
另外 ,由 于 如 本 身 是 人 为 确定 的 ， 所 以 车 缩小 U 为 其 子 集 
А, 那么 “集合 4 的 罕 集 ”的 说 法 自然 也 是 成 立 的 ， 这 时 论 域 改 
ЖА. 比如 取 
А = la,b| СИ 
则 ЭДА) = @,1а|, {8B} ,fa,bll 


НЫ А = ©, ДЇ (А) = 1071. 

于 是 4 是 上 的 子 集 有 两 种 记 法 : АСО Ае (0). 这 两 
种 记 法 虽然 都 表示 同一 概念 ,但 二 者 是 有 区 别 和 的 .前 者 用 包含 的 
关系 表达 ,说 明 4 与 上 处 于 同一 层次 ， 后 者 用 属于 关系 描述 ， 
WB A 5 $° (U) 处 于 不 同 的 层次 . 
1.2 集合 运 

定义 2 设 4.8e 2(U) ,由 4 与 召 中 元 素 的 全 体 所 构成 
的 集合 称 为 4 与 的 并 集 ， 记 为 4UB， 即 

4UBAiulu e А ие B| 

由 4 与 B 中 公共 元 素 所 构成 的 集合 称 为 4 与 了 的 交集 , 记 
ЖАПВ, BD 
AnBÀAlalu e А Ви є В| 


由 论 域 中 凡 不 属于 集合 4 ЙЯ А 的 余 
集 , А", B 


AA lulugAl 


由 4 中 凡 不 属于 B КИУА 与 B 的 差 集 ， 
ААВ, Ш 


А\ ВД lalu e АНиав} 
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1.3 Descartes #1 (Е) 


两 集合 间 除 了 上 面 提 到 的 并 、 交 、 余 运算 外 ， 还 有 一 种 运 
算 ， 即 所 谓 Descartes 乘积 . 

先 看 一 个 实际 例子 . 

例如 扑克 牌 有 四 种 花色 ， 它 们 组 成 一 个 集合 

U = { 黑 桃 , 红 桃 ,方块 ,梅花 } 
牌 的 大 小 有 13 种 大、 小 王 除 外 ) ,它们 组 成 另 一 个 集合 
У = }2,3,4,5,6,7,8,9,10,/,0,К,А 

面具 体 到 一 张 牌 ， 则 是 0 和 Vy 中 元 素 “ 搭 配 ” 而 成 的 ， 记 作 
《 红 桃 ，3) 、( 方 块 ，4)、{《 梅 花 ，K)、…， 总 共有 4 x13 =52 
种 ， 它 们 噬 非 Ола, ШЕ У 的 元 素 ， 而 是 由 避 和 VV 的 元 素 
搭配 起 来 的 新 元 素 ， 我 们 把 这 些 元 素 组 成 的 集合 记 作 W, ЗЕЯ 
是 已 和 了 的 Descartes ЗЕ (ЕН), TOS W = U x V. 

仿 此 ， 一 般 地 有 下 面 的 定义 . 

定义 3 МА, ВЖЕ, Ш 

АхВА (а,Ь) |а є А,Ь є B| 

ЖА x B МАН В В Descartes 854 (或 直 积 )、 

DL, Descartes 乘积 也 是 一 个 集合 ， 它 的 元 素 (a, b) ОВ 
常 称 为 “ 序 偶 ”") 是 由 在 4 中 取 一 个 元 素 a， 在 B 中 取 - 个 元 素 
5， 然 后 把 它们 搭配 起 来 组 成 的 ， 所 有 这 些 新 元 素 (a, b) 的 全 
体 构成 的 集合 ， 就 是 4 xB. 

可 注意 ,“ 序 偶 ” 是 有 顺序 的 , 一 般 (a,b) > (b,a). 

两 个 集合 的 直 积 可 推广 到 多 个 集合 上 去 , ВА, А,, ，…， 
А, 是 ”个 集合 ， 则 

А, ХА, х --- ХА, А | (мт, l ж € А, 


хед, є А,] 
811 设 集合 4 = |0,1],В = |a,b|,C = [*, РА}, 
求 4xBxC. 
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№ АхВхС = |(0,а, ж), (0,6, *),(1,а,*), 
ЭВА) | 
它 是 由 12 个 元 素 组 成 的 集合 . 
1.4 ”集合 间 的 映射 
映射 概念 是 函数 概念 的 推广 ， 它 是 集合 间 的 一 种 对 应 关系 . 
1.4.1 映射 的 定义 


定义 4 给 定 集合 ，4,， 召 ， 若 对 Ye e4， 存 在 一 个 对 应 法 则 
f, 使 得 有 唯一 确定 的 5 e 卫 与 其 对 应 ， 列 对 应 法 则 j/ 称 为 从 А 到 
В 的 映射 ， 记 为 


f:A—B аа) = b 


这 里 A—B 指明 f 是 从 4 到 8B ЕЯ „ог 则 指明 具体 的 对 应 法 
则 .4 称 为 映射 的 定义 域 , 记 为 D 而 (4) = [f(a)la e Al C B $K 
为 f 的 值 域 , 记 为 RR， 有 是 ue A 称 为 原 象 , f(a) = b e B 称 为 a 在 
映射 下 的 象 . 

下 面 是 三 个 特殊 的 映射 

中 满 射 满 射 是 指头 4) = 8B ， 也 称 为 全 射 ， 即 的 值 域 复 
2 В; 

Ф ЖАНТ ал) = Ка), Ша, = ， 就 是 说 不 
同 的 原 象 将 映射 为 不 同 的 象 ; 

图 一 一 对 应 ”若是 单 射 又 是 满 射 ， 则 / 称 为 从 4 到 如 的 一 
一 对 应 (或 满 单 射 ). 

#2 设 集合 4= |1, 1/2, 6, Мп, з}, B= 10, 1, 
2，…， n, се}, [ШАА 到 B 的 映射 = Ка) = 1/a 是 否 为 满 
射 


м 这 里 f 不 是 从 4 到 B 的 满 射 , 因为 没有 一 个 确定 的 原 象 
4 以 0 为 象 , 但 是 /是 从 4 到 召 的 单 射 ， 因 为 不 同 的 原 象 必 有 不 
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同 的 象 与 之 对 应 ， 也 就 是 说 对 于 任意 不 相等 的 a, = 1⁄k,a,, = 
1/(# +) , 则 对 应 的 如 = бы = k + 也 不 相等 . 


1.4.2 ВАР РЕВ 


定义 5 设 / 为 由 4 到 召 的 满 单 射 ， 则 对 Y5 = Ка) e B, 

都 对 应 着 唯一 的 a e 4 而 构成 一 个 映射 ， 这 个 映射 称 为 了 的 道 映 
91, ШГ”, Вр 
f'iB—ƏA ЪЪ) =a 


З №, = D. fi = №. 
需 注 意 ， 只 有 满 单 射 才 存 在 逆 映 射 . 
定义 6 设 f:4 一 8,g: 8 一 C 为 两 个 映射 . 车 对 Yae4, Ш 

过 /有 唯一 的 5 = Ха) е B,b = Ка) 又 通过 g 而 对 应 着 唯一 的 

8(5) = g(f(a)) є С, ЖЖ, Ш, в 就 确定 了 一 个 由 4 到 C 

的 新 的 映射 ， 此 映射 称 为 /与 g 的 复合 映射 ， 记 为 g еу, BH 

g° fiA—C аі» lg «/)(а) = с 


ЛЕЖА], МНИХ А, =, 时 ， 复 合 映射 才 有 意义 . 
比如 ,车 为 某 邮 局 所 有 寄 往 某 一 地 区 的 包 于 的 集合 ,了 为 包 
ЖЕНЯ, 2 为 邮费 集 . 有 令 映 射 用 称 重 量 ):X 一 了 хД») = 
y e 了 ,8&( 算 邮费 ) :7 一 Z yg(y) ， 则 复合 映射 
gf KZ wh (gol) 
为 包 囊 集 到 邮费 集 的 映射. 
1.4.3 ”映射 的 扩张 


映射 可 以 从 两 个 方面 进行 推广 ， 一 方面 是 把 一 个 从 忌 到 了 
的 映射 直接 扩张 成 从 多 (U) Я (У) 的 映射 ; 另 一 方面 是 从 
映射 本 身 进 行 扩 张 、 以 后 我 们 将 会 看 到 ， 这 种 推广 是 很 有 益处 
的 . 
定义 7 (经 典 扩张 原理 ) 设 UW 为 非 空 集 ， 给 定 映射 
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f: U— V иә» = f(u) 
称 从 多 (UV) 到 多 (y ) 的 新 映射 
Е.Р (U) — # (V ) 
АН»В = Е(А) = [sl s e V, u є Ар = Ки)} 
为 了 的 一 个 扩张 ， 也 称 王 是 由 /诱导 出 的 ， 这 里 由 /诱导 出 的 新 
映射 严 是 子 集 与 子 集 的 对 应 ， 即 对 于 忌 的 任 一 子 集 4， 通 过 下 
都 有 了 中 唯一 确定 的 子 集 吾 与 4 对 应 
例 3 PU = 11,2,31,V = 12,4,6| 为 两 集合 ， 给 定 映 射 
f: U— V ші 20 = 0 
求 由 /扩张 而 成 的 从 2° ( U) 9] Z (V) 的 映射 . 
№ ”根据 定 义 ， 由 /扩张 的 映射 为 


人 2 1,211 02,4| 
(арн Тр, 11,3. 12,61 
{з} 161, 12,31 14,6| 


бз , ину 
定义 8 SU VAB), ШЫ] 
f:U— (V) , uləf(u) = B 
称 为 从 忌 到 了 的 点 - 集 映射 . 
这 里 7 是 点 与 集 的 对 应 ， 即 对 于 О 的 任 一 元 素 上， 通过 人 
都 有 了 中 唯一 确定 子 集 与 z 对 应 . 
例 4 设 = ia,b,c,dl，V = |1,2,3} 为 两 集合 ， 于 是 
PVD = {@,11{,12},]31,11,21,11,3},]2,3141,2,3}} 
求 从 忌 到 了 的 一 个 点 - 集 映 射 . 
解 Фу: ан 111, су, Б 1,21, di> @. 
ДРЕА U В] У — ЖА. 
易 见 ， 当 一 个 从 也 到 了 的 点 - 集 映 射 的 全 部 象 都 是 单 点 集 时 ， 
这 个 点 - 集 映射 便 自然 地 对 应 于 一 个 从 О 到 了 的 普通 映射 ， 这 正 
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AFi aE ЕЛЕШЕН. 
定义 9 设 集合 U. V 是非 空 的 ， М 
T:2X(U)—#(V) АРТ) = В 


称 为 从 忌 到 了 的 集合 变换 . 

由 定义 9 可知， 从 UU 到 VV 的 集合 变换 7 了 也 是 从 网 (0U) 到 
(У, ВР И 中 任 一 子 集 ， 通 过 了 ， 都 有 Y 中 唯一 确 
定 的 子 集 B 和 4 对应, 因此, f 的 扩张 下 也 可 叫做 由 映射 4 诱导 
出 的 集合 变换 . 

例如 PRU = la,b|.V = |1,2,3},% 
тоне, lb|F>11,2], а, UF VMT E U 
到 了 的 集 含 变换. 

映射 、 点 - 集 映射 和 变换 可 用 附 图 1-1 直观 表示 - 


附 图 1-1 映射 、 点 - 集 映射 、 变 换 示意 图 


1.5 特征 函数 


现在 给 出 集合 的 特征 消 数 ， 它 将 在 推广 普通 集合 概念 为 模糊 
集合 概念 时 起 重要 作用 . 
定义 10 设 A e (0), E XD 


ж: U—10,11 
1, ивА 
ul> X (и) = 
0, ë A 


X, 称 为 集合 4 的 特征 函数 (参见 附 图 1-2). 
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AG) 


附 图 12 ЖИГАН 


4 的 特征 函数 x 也 称 为 4 的 隶属 函数 . y, 在 4 处 的 值 x (ш) 
ийи 4 的 隶属 度 ， 当 w 属于 4, и ИЖ, (u) = 1 = 
100% ,表示 и 绝对 隶属 于 4， 当 不 属于 A, u 的 隶属 度 
хаби) =0 ,表示 4 绝对 不 属于 4、 为 书写 方便 ， 以 后 把 xX。 和 
X (u) 均 简 记 为 4(4) . 

显然 由 特征 函数 的 定义 知 ， 对 已 的 任 一 子 集 4， 都 存在 唯一 
的 特征 函数 A(x) ; М2, ЕН НЕА МЛ И 
的 子 集 ， 这 是 因为 当 已 知 一 个 集合 的 特征 函数 时 ， 通 过 各 个 元 素 
的 特征 函数 取 值 ， 可 清楚 地 勾 划 出 一 个 集合 ， 如 已 知 


1, т -и-2=0 
А(и) -| 
0, и -и-2 <0 

就 说 明 4 = lulu 22 и <- 11. 

特别 的 ， 对 于 Vue U, 显然 有 A(4) = 0@À = @;A(u) = 
leA = U. 

上 述 表 明 ， 集 合同 的 关系 和 运算 与 其 特征 函 做 间 的 关系 和 
运算 相 一 致 ， 即 对 于 YueU， 有 

(1)Ә АС BeA(u) = B(u), А = BoA(u) = B(u) 

(2) АЦ Ве(А U В) (и) = A(u) V B(u) 

(3) АП B@e(A n В) (и) = A(u) A B(u) 
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(4) АА (и) = 1 - A(u) 
其 中 运算 符号 “VYV” (A) 称 为 取 大 (小 )， 是 指 在 A(w) 与 
B(u) 中 通过 比较 取 大 (小 ) 值 之 意 
下 面 根据 特征 函数 的 定义 ， 仅 给 出 上 述 (2) 式 的 证 明 . 
证 (2) 设 4.8 e 多 (DU) ,分 两 种 情况 : 
Ф is 8 (A U B) ,因为 
ие (AUB)eu e А ие R 
АШ А(и) = 1 或 Ba = 1 , МА 
(А0 В) (и) = 1 = A(u) V В(и) 
Q@izu ë AU 中， 因为 
ие (AUB)eu ЕАНИЕВ 
从 而 4Ca) = ОН B(u) = 0, 所 以 
(A ОВ)(и) = 0 = A(u) V B(u) 


附录 2 普通 关系 


21 普通 二 元 关系 

客观 世界 中 各 客体 之 间 普遍 存在 着 某 种 联系 ， 这 种 联系 就 称 
为 关系 ， 其 中 最 简单 的 就 是 二 元 关系 ， 如 父子 关系 ， 数 之 间 的 大 
小 关系 ， 集 合 间 的 包含 关系 等 等 ， 都 是 二 元 关系 那么 在 数学 上 
如 何 来 描述 这 些 关 系 呢 ? 回忆 一 下 在 第 一 章 中 我 们 曾 介绍 过 的 
Descartes 乘积 4 x B. 所谓 Descartes 乘积 是 指 在 集合 4 中 任 取 一 
Жа, ТЕЖА В 中 任 取 一 元 素 5;， 然 后 把 它们 措 配 起 来 的 所 有 
对 子 集 (а, b) 而 构成 的 集合 4 x 8， 这 里 对 元 素 的 搭配 没 加 任 
何 限制 ， 如 果 对 元 素 间 的 搭配 再 施加 某 些 限 制 ， 这 时 构成 的 集合 
是 4 x 如 的 一 个 子 集 ， 此 子 集 具 有 某 种 特殊 的 性 质 ， 其 性 质 的 内 
容 包 含 于 搭配 的 限制 之 中 ， 它 反映 了 4、B 中 元 素 间 的 某 种 特殊 
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联系 ， 这 种 联系 就 是 所 说 的 关系 . 
比如 设 4、8 均 为 男子 的 集合 ， 则 


AxB= |(а,Ь)\а e A,b е В| 


为 任何 两 个 男子 给 成 的 对 子 的 集合 . 

现 对 这 种 措 配 加 以 限制 ， 如 限制 “兄弟 ”才能 搭配 ， 它 体 
现 了 “男子 ”与 “男子 ”之 间 的 一 种 特殊 关系 ,并 不 是 任何 两 
个 男子 都 具有 “兄弟 ”关系 ， 因 此 具有 “兄弟 ”关系 这 一 特殊 
的 集合 构成 了 4 В 的 一 个 子 集 ， 即 车 记 R =“ 兄 弟 ”= |(a,b) 
la e 4,8 e B,a PE b 093838] , 则 RCAxB. 

关系 也 是 一 个 集合 ， 它 是 Descartes 乘积 的 一 个 子 集 . 

定义 11 ВА, B 是 两 个 非 空 集合 ，4 x8 的 子 集 R 称 为 从 
4 到 8 的 一 个 二 元 关系 ， 记 作 

R 
A—*B 

当 (a,b) e RR 时 ,a 与 5 称 为 有 关系 RR 记 作 aRb， 当 (a， 
b) ЄК, Жань ЕЖЕ, Е а. 

车 是 从 4 到 4 的 一 个 关系 时 ， 则 简称 ЕА БЕЖ, 
如 “兄弟 ”关系 就 是 集合 “男子 ”上 的 关系 . 

例 5 设 卫 为 实数 集 ， 易 知 

КО = |(z,y) 1 (x,y) e Xx X, x= yl 
是 X 上 元 素 间 的 “相等 ”关系 . 

RO = {(х,у)! (х,у) e Xx X, ху! 
是 X 上 元 素 间 的 “大 于 或 等 于 ”关系 . 

例 6 ШИ- |=, Ф, ЕН}, V= HR, B. Ф, 
差 !|， 于 是 Vxy 就 是 张 三 、 李 四 、 王 五 这 三 个 人 考试 中 所 可 能 
出 现 的 考试 结果 ， 共 有 3 ха = 12 种 情况 ， 设 在 某 次 考试 中 ， 张 
三 得 “ 优 ”， 李 四 、 王 五 得 “中 "， 则 
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R = {( 张 三 , 优 ) ,( 李 四 ,中 ) ,( 王 五 ,中 )| 


是 UxV 的 一 个 子 集 ， 即 从 品 到 VV 的 一 个 关系 . 

对 于 任意 的 (a,68) e 4xB,RCAxB, 4 与 5 有 关系 R, а 
与 没有 关系 丸 ， 二 者 必 居 其 一 ， 且 仅 居 其 一 ， 关系 丸 的 特征 函 
数 为 
1, (a,b) e R 


R(a,b) - { 
(а,Ь) ë R 


0 


于 是 关系 尺 可 以 看 作 是 从 4 xB 到 |0, 11 的 一 个 映射 
还 须 说 明 一 点 ， 除 二 元 关系 外 ， 尚 有 三 元 关系 …n 元 关系 . 
2.2 关系 的 矩阵 表示 


有 限 集 之 间 的 关系 ， 可 用 短 阵 表示 . 
设 集合 4 = ааг, 77,0, 到 集合 B = (ЬЬ... 存在 


着 关系 只 ， 我 们 先 列 出 附 表 2-1. 
Я#21 集合 间 的 关系 
R h, b РА 5. 
а ад un ` ш 


其 中 

| (аЬ) eR 
пок 

0, (2,5) ë R 
当 w=1 时 ,表示 a 与 如 有 关系 R; 当 w =0 时 ， 表示 & 与 名 
没有 关系 ЖЖ, A 到 B 的 关系 RR 就 用 上 表 清 楚 地 表示 出 来 
了 .然后 把 此 表 写 成 我 们 热 悉 的 矩阵 形式 ， 记 此 矩阵 为 Wa， 且 
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ЖМ, 为 关系 КЕ, E 


Чи Wi ш 

иһ Чы шы 
M, = 

Ba uo Шм 


为 简单 起 见 ， 在 一 般 性 讨论 中 ，Ha 常 记 为 M, = (ш) 
其 中 
1, (0,5) e R 
|, (а,Ь) ЕК 


iD; 


特别 地 , А = [а ,ay，…,as| 上 的 关系 RE4 x 4 ， 其 矩阵 为 
п М = (ш) ， 其 中 


1, {(а,а) ЕЁ 
р (aoa) ë R 
例 6 中 三 个 学 生 考试 结果 的 关系 矩阵 为 
1000 
001 { 
0010 
其 中 行 自 上 而 下 为 学 生 张 三 、 李 四 、 王 五 ， 列 自 左 至 右 为 成 绩 
优 、 良 、 中 、 差 . 
2.3 ”关系 的 合成 〈 复 合 关系 ) 


设 忆 是 某 一 人 群 ， ВУ (R), ХУ (Q) 是 UW 上 的 两 个 普 
通关 系 ， 而 叔 侄 (S) 也 是 VU 上 的 一 个 普通 关系 .在 这 三 个 关系 
中 ， 有 这 样 的 联系 : a JE c БО ((а,с) є S) 当 且 仅 当 至 少 有 
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в; = 


М, = 


一 个 6, Ьо Н ((a,b) є R) , Bb E c Я ((5,с) 
є Q) .我 们 称 叔 侄 关 系 是 弟兄 关系 对 父子 关系 的 合成 ， 记 为 
ВЕ = 弟兄 。 父 子 

把 这 种 合成 关系 抽象 成 数学 形式 ， 即 为 如 下 定义 - 

ЖУ 设 R 是 由 集合 4 到 集合 的 关系 ，8 是 由 集合 8 
到 集合 C 的 关系 .对 于 a e AR c e 0, 存在 b e В, 使 得 
(а,Ь) eR 且 (5,c) e Q ,这 时 通过 b， a 与 c 的 关系 就 叫做 关系 
RR 与 8 的 合成 (复合 ), Ej B A 到 C 的 一 个 关系 ， 记 为 
Re Q, Ш 

К. Q = {(a,c)1 3b eB, 使 (a,8) e R B(b,c) = Q| 
合成 关系 可 由 附 图 2-1 直观 表示 . 


附 图 2-1 合成 关系 图 示 


R ° Q 是 Descartes 积 的 子 集 ， 其 特征 函数 为 
(В. Q)(a,b) = V, (R(a,b) A Q(b,c)) (a) 


XE R5ERBEBASR R R, п ЕН, ip e, 
ШК! = R° В, ЖТ X n АЕ Е" = Ко R. 

ШЖ ЖЖ НЕР ЖОК, ШЫ ЭС РИН РЕН “ЖК” 
运算 得 到 . 

#7 WX = |а, 了 = [yo] ,Z = (4,2, 
21, ХУЖЕ = |(x,,ys) (азу) (аа), УЗА 
ЖЖ 0 = 10у,,5), (5,4), ЖЕ Q. 

解 尺 与 0 的 关系 矩阵 分 别 为 
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0 0 0 


0 0 0 
001 
M, = M. =-|o o 1 


100 
100 
001 


按 两 矩阵 的 乘法 运算 规则 ， 将 其 中 的 “ 乘 ”， 换 成 “A”, “加 ” 
换 成 “V”， 则 有 


ооо 
ооо 
0 0 
M, M; = 0 0 1 
10 
1 0 O 
001 
ооо 
100 
= = М.о 
ооо 
100 


АШК» Q = |(%,д),(ау,л)| ， 这 与 由 式 (a) 直接 运算 得 到 
的 结果 一 臻 《读者 自己 验证 ). 

定义 13 设 R 是 一 个 从 集合 4 到 集合 B КЖ, АВ ЈА 
的 关系 1 (5,a) 1 (а,Ь) е R] ЭЖ КШО, іП, 
即 


R = |(b,a)1 (а,Ь) є Е} 


2.4 等 价 关 系 、 划 分 


等 价 关系 是 二 元 关系 中 的 一 个 重要 关系 .所 谓 RR 为 等 价 关 
系 是 指 关 系 尺 同时 具有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 ， 下 面 给 出 三 
个 性 质 的 定义 ， 
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定义 14 设 R 是 非 空 集 4 上 的 关系 (R e (А x 4)). 

(1) 车 对 VY ae 4 ,都 有 (a,a) eR，R 称 为 自 反 的 ， 否则 
КАЕ ВЮ; 

(2) МЕ ар ел, ЖЖ (а,Ь) ЕК, ДЙ (b,a) є 
丸 , 刁 称 为 对 称 的 ， 否 则 К 称 为 非 对称 的 ; 

(3) 对 任意 a.b.c e 4, Ж (а,Ь) e R 且 (6,c) e К, ЙИ 
有 (a,c) ЕК, RR 称 为 传递 的 ， 否 则 R 称 为 非 传递 的 . 

定义 15 设 RR 是 非 空 集 4 ЮЖ, КАЈА. 
的 、 传 递 的 ， 则 R 称 为 4 上 的 等 价 关系 . 

例 8 在 整数 集 Z 上 “任意 两 数 *，y 除 以 上 e Z 而 余数 相 
等 "， 叫 做 * 与 y 关 于 上 同 余 ， 记 为 x = y(modk) . “关于 站 同 
余 ” 一 般 记 为 = (той). 易 见 整数 集 上 关于 上 同 余 关系 “= 
(modk}” 为 等 价 关系 . 

定义 16 设 R 是 集合 4 上 的 等 价 关系 ， 对 任意 x e 4 ,在 4 
中 一 切 与 * 有 等 价 关 系 尺 的 元 素 组 成 的 集合 ， 称 为 “由 xz 产生 关 
РЕКИ”, ах [а], B 


[я = Dl y e 4, (х,у) є К} 
Я) 考虑 自然 数 集 NN 上 的 同 余 关系 “ = (mod3) ”的 等 价 


类 


解 ” 因 为 任何 数 除 以 3， 其 余数 只 可 能 是 0、1 、2， 所 以 在 
集合 入 上 只 有 0、1、2 产生 关于 三 (mod3) 的 三 个 等 价 类 (这 
里 约定 0eN): 


[0] -eu = {yl у = 0(той3) | = 10,3,6,---} 
Га]. = {УУ =1(тоё3)} = [1,4,7,---] 
[2] в) = {yl у = 2(mod3)] = 12,5,8,---| 


在 上 例 中 我 们 发 现 这 三 个 等 价 类 有 如 下 特点 : 
(1) [0] [110 [2] = МАТ = (mod3)); 
(2) [а] п [n] = Gn яп; түп, =0,1,2). 
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即 三 个 等 价 类 (N 的 三 个 子 集 ) 之 并 集 包含 了 N 中 全 部 元 素 ， 
且 任何 两 子 集 都 无 公共 元 素 ， 我 们 称 这 三 个 子 集 组 成 的 集合 为 六 
的 一 个 划分 . 

定义 17 设 4 是 一 个 非 空 集 , ША, (ге К, ИЙМЕК ЕГ 
是 有 限 的 ， 也 可 以 是 无 限 的 ) 是 集合 4 的 某 些 非 空子 集 ， 如 果 

MASA 
АПА = @(1 = j) 
则 集合 14.1... А 的 一 个 划分 ， ВАС е K) 叫做 这 个 
划分 的 一 个 类 . 

#10 设 4 = leic,djl ， 则 集合 ie ,15,c1 14}! 是 集 
合 4 的 一 个 划分 . 

下 而 是 一 个 很 重要 的 结论 . 

定理 1 设 丸 是 集合 4 上 的 等 价 类 ， 则 等 价 类 的 集合 
[а] іа є А} 构成 4 的 一 个 划分 . 

证 “分 三 步 证 明 ， 先 证 任意 [а], 非 空 集 ， 再 证 两 个 不 同等 
价 类 之 交集 必 为 空 集 ， 最 后 证 一 切 等 价 类 之 并 集 等 于 集合 А. 

(1) ЖЕНИ, 所 以 对 Ya e 4 必 有 (a,e) e К, 
а є [а]к,[ а], Я. 

(2) (用 反 证 法 ) В [а], R[b], 为 两 个 不 同等 价 类 , 但 
Га], N [b], # @ , Wi [a], 91051. 必 有 公共 元 素 c e 4 ， 于 是 
(a,c) e R,(c,b) ЕЁ. ХНА МЕЖ (а,Ь) е R, 这 表明 
[a]s 与 [8] 为 同一 等 价 类 ， 与 假设 矛盾 , 故 la], Пп [6], = ©. 

(3) 显然 对 所 有 a e 4, U [e] I СА. 另 一 方面 对 VYxe4， 
有 sxe [z]a, 而 [x]a SU Га], 所 以 x еу [о]к, АМА 
Со [а], Te U [a], = A. 

由 等 价 关系 也 构 成 集合 4 的 划分 ， ШИЖ À X + R ÉS 
商 集 ， 记 为 4/R， 即 

А/К = |[e]aslaee4 
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定理 说 明 利 用 等 价 关系 可 对 集合 4 的 元 素 进 行 分 类 〈 即 把 
彼此 等 价 的 元 素 归 为 一 类 ) ， 且 分 成 的 若干 类 (fE) 中 任 两 不 
同 的 类 均 不 相交 ， 而 这 些 类 的 并 集 正好 为 4， 此 外 如 果 对 一 集合 
分 类 的 标准 不 同 ， 那 么 分 类 的 粗细 程度 是 不 一 样 的 . 


2.5 ЖКЖ 


序 关 系 是 集合 论 中 另 一 个 重要 概念 ， 它 虽 较 抽象 ， 但 对 我 们 
来 说 并 不 陌生 ， 在 日 常生 活 或 工作 中 经 常 碰 到 ， 比 如 人 们 在 列队 
时 通常 是 按 个 子 的 “高 狠 ” 来 进行 ， 即 先 两 两 比较 ， 然 后 按 
С ЕНДР. 这 里 实际 上 就 是 在 由 所 有 列队 者 的 身高 
(实数 ) 组 成 的 集合 上 ， 根 据 实数 集中 的 关系 “<”， 定 出 大 小 
硕 序 .我们 就 称 这 个 能 定 出 顺序 的 关系 “ ”为 序 关系 . 又 如 
英文 26 个 字母 组 成 的 集合 上 的 “前 后 ”关系 ; 集合 4 的 短 集 上 

CS” 关系 ， 都 将 集合 中 的 元 素 排出 了 一 种 顺序 ， 因 此 它们 
都 是 序 关系 . 

序 关系 有 偏 序 关系 和 全 序 关系 之 分 ， 全 序 关系 把 集合 中 的 一 
切 元 素 都 排 成 序 ， 偏 序 关系 则 只 能 给 出 部 分 元 素 间 的 顺序 .下面 
是 偏 序 关系 的 定义 . 

定义 18 设 R 是 集合 4 上 的 一 个 关系 (RRC 4x4) ， 如 果 对 
任意 a、5、c a4， ЖЖ КИЙЕ FW = ЖЕ: 

(1) (a,a) е R(R 是 自 反 的 ). 

(2) Ж (а,Ь) є К.Н (6,а) ЕК, Мазь (Е 是 反对 称 
№). 

(3) Ж (а,Ь) є В, Н(Ь,с) є RR, 则 (a,c) = R(R 是 传递 
的 ). 
ДЕЛЕВ А 上 的 偏 序 关 系 ， 用 记号 “<” 表 示 . 车 a.b e 4 
каяа, 我 们 记 为 a <5, ЖЯ a £ ПЕ, 或 称 b 在 a 后 


жал 与 偏 序 关系 < 组 成 的 二 元 结构 (А, <) 称 为 偏 序 
集 ， 偏 序 集 有 时 也 简 记 为 4 . : 
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и 设 N = 12,3,4,6,8,12| ,验证 W 上 整除 关系 中 为 偏 
序 关 系 (x 整除 y， 记 为 *1 у). 

证 设 x、yY、zeN，, 

(1) 因为 x1 x 所 以 (x,x) Е R(R 是 自 反 的 ); 

(2) # (х,у) e ЁҢ(у,х) e R, 即 x1y 且 yi xz， 则 由 整除 
ЧЕ у= (中 是 反对 称 的 ) ; 

(3) Ж (х,у) e R B(y,z) e Й, х1 у Ну! 2, ДН 
性 质 知 x1 z ， 所 以 {x,z) е R(R 是 传递 的 ) . 

ЕДМ БИЛЭ. 

ЖХ19 设 在 集合 4 上 已 建立 了 偏 序 关系 <， 若 对 任意 的 
ab e4,4<6 或 5<a 总 有 一 个 成 立 ， 则 这 种 偏 序 关 系 称 为 全 序 
关系 或 线性 序 关系 . 

集合 4 与 全 序 关系 < 组 成 的 二 元 结构 (4、< ) 称 为 全 序 
集 ， 全 序 集 有 时 也 简 记 为 4. 


2.6 普通 关系 的 投影 与 截 影 
定义 20 设 R(e 2Z(U xV)) 是 上 到 VV 的 普通 关系 ， 
В, А [ul3(u,) e В|,А, А |513 (u,o) e В} 


分 别称 为 尺 在 已 和 站 中 的 投影 . 
附 图 2 了 2 А В, 与 R, 的 几何 解释 ， 又 由 定义 ， 显然 有 


#822 投影 示意 图 
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вби) =V, Rus0), Ве) = М, ив) 


定义 21 设 Re (U xV), WEB) u lo, 
Rl. = 101 (шь) e К}, RI, = [ul (шо) e R| 
分 别称 为 R 在 w 和 w 处 的 截 影 . 
附 图 23 给 出 RR1, 与 1, 的 几何 解释 显然 有 
RI,(s) = В(и,0), RI,(u) = R(u,s). 


当 U、V 为 有 限时 ,投影 与 截 影 都 可 用 向 量 表示 . 


7 Л 
Вы] 
(ох 


附 图 223” 截 影 示 意图 


#12 设 


n b b D 


1010 y 
R=-|o 1 11 
0 000 АМ 


Ки = (1,1,.0)7, Ry = (1,1,1,1) 


则 
RI, = (1,0,0)7, RI, = (0,0,0,0) 


附录 3 普通 图 论 基础 


3.1 图 的 概念 


所 谓 图 是 指 由 一 些 点 〈 称 为 结 点 ， 用 "表示 ) ， 和 连接 这 些 
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点 的 - 些 线段 〈 称 为 边 ， 用 *。 表示 ， 每 一 条 边 连 接着 两 个 结 点 》 
组 成 的 数学 结构 如果 把 这 些 点 和 边 都 画 在 平面 上 ， 那 么 图 便 可 
用 平面 上 的 几何 图 形 来 表示 .例如 附 图 3-1 (a) 就 是 由 五 个 结 
点 及 四 条 边 组 成 的 图 形 . 


о 
е 

СА 
x: РА 
БЛ , 5 
А ез Ш е4 

Us 二 
И Л т л в м 
@) (b) 


附 图 3-1 和 图 的 几何 表示 


在 图 论 中 我 们 所 关心 的 是 那些 结 点 和 结 点 之 间 的 连通 关系 ， 
至 于 结 点 的 相互 位 置 及 边 的 几何 形状 等 ， 在 我 们 的 研究 过 程 中 是 
无 关 紧要 的 ， 因 此 图 可 用 结 点 的 集合 及 边 的 集合 给 出 ， 如 图 
3-1 (a) 所 表示 的 图 就 可 用 结 点 集合 V = fv ,ww,v3,v4,0s1 及 边 的 
集合 已 = [е,е,,6,6,,| 给 出 ， 又 因为 每 一 条 边 都 连接 着 两 个 结 
点 ， 所 以 边 的 集合 又 可 以 用 “无 序 结 点 对 ”的 集合 来 代替 .上 
例 中 边 的 集合 可 由 E = | Соо), Сол в) , (09а) (о 05) | 代替 
(这 里 的 每 个 (v;, s) 都 是 无 序 的 ). 下面 给 出 图 的 定义 . 

定义 22 由 非 空 有 限 结 点 集 了 = |... ШОН 
УЮ Е = |e,e，…eo 上 所 组 成 的 有 序 二 元 组 G = (У.Е) 称 
为 一 个 图 ， 其 中 每 条 边 用 一 无 序 结 点 对 si = (va ,v2) (i = 1,2, 
от) 代替 ， 故 边 集 忌 又 可 用 无 序 结 点 对 集合 

Е = | (ви) То, о 8 V, ¿i= 1,2,:- m] 


表示 ， 这 样 的 图 也 叫 无 向 图 ， 其 中 的 边 叫 无 向 边 . 
一 个 图 用 图 形 表示 ， 可 有 多 种 不 同形 式 ， 如 前 面 的 例 ， 它 的 
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ЖШ ИГЕННЕ 3-1(b) 的 形状 ， 把 一 个 图 的 图 形 画 出 来 ,会 
给 我 们 的 研究 带 来 很 多 方便 . 


3.2 图 论 中 的 几 个 常用 术语 


(1) 有 向 图 ”用 一 个 有 序 结 点 对 表示 的 边 称 为 有 向 边 ， 若 
一 个 图 中 每 一 条 边 均 系 有 向 边 ， 则 这 样 的 图 称 为 有 向 图 . 

(2) 关联 与 邻接 ”一 条 边 e = иль) 连接 两 个 结 点 vw， 
та, 称 边 e, 与 结 点 加， 如 相关 联 ， 而 结 点 ma ，za 叫 邻接 的 - 

(3) 有 向 图 的 通路 与 回路 ”在 有 向 图 6 = (V,E) 中 ， 一 个 
边 的 序列 (въ ,v4 ) „Сва 50а) (xc 名)》， 如 果 其 中 每 条 边 的 
终点 是 下 一 条 边 的 起 点 ， 那 么 这 个 边 的 序列 称 为 由 结 点 vs 到 结 
点 如 的 一 条 通路 (或 路 ). 在 一 条 通路 中 ， 恕 果 起 点 与 终点 相同 
vm = tw ， 该 通路 就 叫 一 个 回路 - 

(4) 可 达 性 与 连通 图 若 从 结 点 ”到 乡 存在 一 条 通路 ， 称 
为 从 ww 到 是 可 达 的 .一 个 无 向 图 G 如 果 它 的 任何 两 点 间 均 为 
可 达 的 ， 图 G 称 为 连通 图 ， 和 否则 称 为 非 连通 图 . 

{5) ТШ 图 6G =(V,E) 及 CG' = (V',E') BB], RnB v C v, 
ЕСЕ, СЉ СЮТ. 


3.3 ШН; 


定义 23 不 包含 回路 的 连通 图 称 为 树 - 
附 图 3-2 是 树 ， 但 附 图 3-3 (а) 及 (b) 都 不 是 树 ， 这 是 因 


я ао 0 ою ш 
БЛ 内 5, м 
> 的 @) 9] 
附 图 3-2 树 ЖИ 33 ЗЕЕ 
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为 附 图 33 (a) 中 有 回路 ， 附 图 3-3 (b) 为 非 连通 图 . 
由 定义 可 知 ， 所 谓 树 乃 芒 一 种 特殊 的 无 向 图 ， 在 有 向 图 中 如 
果 不 考 虑 边 的 方向 而 构成 树 ， 则 称 该 有 向 图 为 有 向 树 . 

在 一 个 连通 图 G = (V,E) 中 ， 去 掉 所 有 的 回路 〈 在 回路 中 
删 去 一 条 边 ) ， 所 得 的 树 7， 叫 做 图 G 的 生成 树 . 


附录 4 普通 线性 规划 


4.1 普通 线性 规划 的 数学 模型 


线性 规划 是 运筹 学 中 形成 最 早 且 应 用 很 广泛 的 一 个 重要 分 
支 ， 它 的 理论 与 算法 都 已 比较 成 熟 ， 其 数学 模型 的 一 般 形 式 为 ; 

目标 函数 г = са + са, + “+ ся, 

约 东 条 件 


ар + Gpx, + + ayx, < b, 


ал + арх + + ay, < b, 


ам + аә 十 … + ах < b, 
x 20, x,Z 0,..-. x, 20 
РИ “<Ь” ЯВ “Zb” B “= b "(i = 1,2,…， 
т). 求 一 组 变量 x, ,x,，,… ,x, 的 值 满足 约束 条 件 ， 且 使 得 目标 函 
数 z 取 得 最 大 (或 最 小 ). 


车 记 
а @ а ЕД b, 
ал x ам £, b, 
A= ‚о x= ‚ b= 
G, Go “` GA К, b, 
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с = (co ,с,) ， 则 线性 规划 的 数学 模型 可 简 记 为 
max z = cx у 
Ах < 
х0 
ЖР, “<b" АЖ “>b” оф “=. 
我 们 称 下 面 的 数学 模型 为 线性 规划 问题 的 标准 形式 . 


max z = сх 


Ах = Ь (b) 


假设 т < n,b 20,4 的 秩 为 m， 线 性 规划 的 一 般 形式 总 可 以 
通过 变换 和 引进 一 些 新 的 变量 化 为 标准 形式 . 
下 面 介绍 一 些 基 本 概念 和 结论 . 
定义 24 满足 线性 规划 式 (b) 约束 条 件 的 解 称 为 式 
(b) 的 可 行 解 . 而 使 目标 函数 达到 最 大 值 的 可 行 解 称 为 最 优 
м. 
定义 25 А 的 任意 一 个 mxm 非 奇 异 子 矩阵 В 称 为 线性 规划 
(b) 的 一 个 基 .， 若 变量 x; 所 对 应 的 列 包 含 在 基 В rh, M] <; 称 为 
如 的 基 变量 ; 否则 ，x” 称 为 如 的 非 基 变量 .由 基 召 出 发 ， 把 所 有 
非 基 变量 取 做 霍 ， 所 得 的 新 方程 组 的 唯一 解 称 为 式 (b) 对 应 于 
ЗЕ В 的 基本 解 . 
显然 , sÇ (b) 的 基本 解 的 个 数 是 有 限 的 ， 它 不 会 超过 Ст 


个 


定义 26 若 基 本 解 又 是 可 行 解 ， 则 称 为 基 可 行 解 ， 其 基 称 
为 可 行 基 . 车 基 可 行 解 是 最 优 解 ， 其 基 称 为 最 优 基 . 

可 以 证 明 : 车 式 (b) НИТ. ИЕН. ЖА 
(b) 有 最 优 解 ， 则 一 定 存 在 一 个 基 可 行 解 是 最 优 解 . 
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4.2 解 线性 规划 的 单纯 形 方法 
单纯 形 方法 是 求解 线性 规划 问题 的 一 般 方 法 ， 我 们 举 一 例 来 


说 明 ， 而 不 打算 从 理论 上 讨论 它 . 
例 13 菜 工厂 生产 A4，B 两 种 产品 ,具体 条 件 见 附 表 4-1. 


илз 生产 条件 

项 в PEB AP | 生产 ив 产品 供应 限额 

йл 4 ИР 360 
电力 /kW 5 4 200 

жил 10 3 300 
获 利 /十 元 12 7 

П: 在 所 供应 限额 的 条 件 下 ， 生 产 多 少 吨 4 和 多 少 吨 B у= 

品 才 能 获 利 最 大 ? 


解 设 生产 4 产品 x，(t)}, 8B 产品 x。(t)， 获 利 z 千 元 , 于 
是 问题 归结 为 


maxz = 12x + 7х5 
4х, + 92, = 360 
5x, + 4x, < 200 
10х, + 3х, < 300 
ху 20, x, 20 


ЗАЗ х,, xe, w; 得 到 式 (с) 的 标准 形式 


maxz = 12x, +7х, 


4х, +9х, + Xs = 360 
Sx1 + 4x, + ж, = 200 
10x, +3х, + xs = 300 


ж 20, }=1,2,—,5 
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应 用 单纯 形 方法 求解 线性 规划 问题 的 具体 步骤 如 下 : 
第 一 步 “ 写 出 初始 矩阵 和 ， 找 一 个 基 可 行 解 . 


说 明 (1) 矩阵 


4 9100 
| 401 ] 
101300 1 

4 9 1 0 0 360 
5 4010 


10 3 0 0 1 30 


АЛЕ ЖЕГЕН Ж ЖОЕ Ei ГЕ. 

(2) ЖЕБЕ ЕТЖ 12, 7, 0, 0, ОЖ а, xx, 
хз ла, х, 在 目标 函数 中 的 系数 ， 称 为 检验 数 . 

(3) 矩阵 右边 的 数 是 由 增 广 和 矩阵 最 后 一 列 元 素 除 以 最 左边 
的 一 个 正 检验 数 所 在 列 的 相应 正 元 素 得 到 的 〈 若 此 列 的 元 素 含 
有 负数 和 零 ， 则 空 着 不 写 ， 若 某 列 检验 数 大 于 零 ， 而 其 他 元 素 都 
不 大 于 零 ， 则 问题 无 最 优 解 ) 

(4) 系数 矩阵 的 后 三 列 为 单位 向 量 ， 构 成 一 个 基 ， 它 的 基 
ЗЕ л, ха, xs 写 在 短 阵 的 左边 ， 对 应 该 基 的 基本 解 *” = (0,0, 
0,360,200,300)7, В х, =36020, x, =200 20, х,=300>0, 
Во’ 是 一 个 基 可 行 解 . 

(5) 对 应 于 基 可 行 解 的 目标 通 数 值 取 负 号 写 在 矩阵 T, 的 右 
Б ОНЛ х 的 目标 函数 值 =0). 
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第 二 步 。” 判 断 是 否 最 优 ， 当 检验 数 均 为 小 于 等 于 零 时 ， 其 基 


可 行 解 为 最 优 解 ， 由 于 T, 中 有 大 于 零 的 检验 数 ， 故 x* 不 为 最 优 
解 ， 要 进行 换 基 运 算 . 


Еж №, 即将 某 个 非 基 变 量 与 某 个 基 变 量 调换 . ЕШ 
右边 数 中 最 小 者 所 对 应 的 行 与 最 左边 正 的 检验 数 所 在 列 交叉 的 元 
素 称 为 主 元 ， 主 元 所 在 列 ( 称 为 主 列 ) 对 应 的 非 基 变量 称 为 进 
基 变 量 ， 主 元 所 在 行 对 应 的 基 变 量 称 为 离 基 变量 (7 中 的 主 元 
为 10， 进 基 变 量 为 x  ， 离 基 变 量 为 %). 用 初等 行 变换 把 主 元 化 


为 1， 主 列 的 其 他 元 素 均 化 为 0， 于 是 得 到 一 个 新 矩阵 . 
0 3400 -12 -360 
тосе |0 78 1 0 -04|240 | 308 
са |o 25 0 1 -05| 50 | 20 
я A 0300 0.1 30 100 
这 样 就 达到 了 换 基 的 目的 . 
再 重复 上 述 过 程 ， 则 有 
(0 0 0 -136 -0.52 | -428 
„919 01-312 116 | 84 
"сото 04 -02 | 20 
»М 0 0 -012 0.16 | 24 


H + T, 中 的 检验 数 均 小 于 等 于 零 ， 故 得 最 优 解 : х =24, 
х, =20, х, =84， 其 最 优 值 x” =428. - 


附录 5 普通 逻辑 演算 与 推理 句 


5.1 普通 命题 与 逻辑 演算 
具有 真 假 可 言 的 陈述 句 称 为 命题 (普通 命题 ) ， 例 如 ,“7 是 


. 372. 


自然 数 ”,“ 雪 是 白 的 ”"，“7 是 偶数 ”，“ 雪 是 黑 的 ”都 是 命题 ， 
一 个 命题 非 真 即 假 ， 非 假 即 真 ， 可 以 明确 判断 ， 如 此 例 的 一 、 二 
ФИА, =, ЧФ. 

普通 命题 的 真 假 可 用 1, О 来 表示 . 设 多 是 全 体 命题 p 组 成 
的 集合 ， 令 


Т;#— 10,1| 
1, 
т) -| p Ей 
0, ?是 假 命题 


T(p) ЖОЕ р BJ РЫЙ, 10, 1} 称 为 真 值 域 . 

例如 ， 若 命题 为 “5 是 自然 数 "， 则 7(p) = 1 ,车 命题 p 
为 “ 雪 是 黑 的 ”, ШТ (p) =0. 

设 论 域 为 VU，4 为 某 一 确切 概念 ， 陈述 句 “wu 是 4” (и є 
U), 不 是 一 个 命题 ,这 是 因为 u 是 变 元 ， 无 法 判断 真 假 .如果 给 
4 赋 以 具体 对 象 m е0, ЖА “и 是 4” 就 是 一 个 命题 . 车 用 
H(u) 表示 陈述 句 “u ЖА”, Ни) 可 看 作 一 个 命题 函数 ， 
H(u) 在 mm 的 值 ， 就 是 命题 “u。 是 4” 的 真 值 - 

Жр, Е 多 ,多 中 的 逻辑 演算 有 如 下 几 种 : 

(1) 417 (8) 5% рін р, 7р 为 真 当 且 仅 当 p 8; 

(2) “V” (Җ)#х®@#—®# (р,9) >p V q.p V 9 为 真 当 
Н{ “р, 至 少 有 一 个 为 真 ; 

(3) “A” (Ң)#х#—# (p,q) Бр A q,p À q Ш 
В р, 同时 为 真 ; 

(4) “ә” (В) 2 x 多 一 多 (pq) Hp 一 gp 一 9 为 真 
当 且 仅 当 p ИЯ 4 假 不 同时 为 真 ; 

(5) “ө” (3) #х#—›# (р,фуурев,рев Е 
且 仅 当 p,9 真 值 相同 ; 

逻辑 演算 法 则 可 由 真 值 表 唯一 确定 〈 见 附 表 5-1). 
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В 51 真 值 表 


пр ]|РУч\рРАя|рР а! рея | Ga p) Vq (СР) VpAg) (р-эд) A(q—p) 
1 1 1 1 


° = =° {а 
ное 


0 0 
1 о 
1 1 


о о - |ы 
о у 
о < о - 


0 0 
0 1 
1 1 


5.2 普通 推理 句 


“车 uw 是 4, 则 是 5”， 这样 的 语句 叫做 推理 名 ， 记 为 《a 一 
5) ， 其 中 判断 句 “ ú 是 a” 和 “4 67 ШЕВА) (ар) 
的 前 提 和 结论 ， 例 如 : 

(1)“ 车 * 是 偶数 ， 则 x 能 被 2 整除 ”. 

(2) “Ни 是 等 腰 三 角形 ， 则 它 一 定 是 直角 三 角形 ”， 

都 是 推理 句 、 在 推理 名 〈e 一 5) 中 ， 能 分 辨 真 假 的 推理 句 ， 称 
为 普通 推理 句 . 

推理 句 (a—b) 是 命题 (a) 5 (b) МАЗ. арн 
题 的 演算 规律 可 知 : 

(а) — (b) = (79) V b = (aa) V (a A b) 

因此 , ж (a). (b) 的 真 域 是 4 HUB, ШМ ШИ) (a—b) 
的 真 域 就 是 少 U B. 

这 也 可 以 从 真 域 的 定义 直接 得 出 : 

(a—b) 的 真 域 

=lulu g U,(a—b) Жи] 
= 1.1 (qa) Жижр Ц ful (a A b) о А) 
=AU(ANMB)=AUB 

定义 27 若 推 理 句 《a 一 8) 的 真 域 与 论 域 重 合 ， 则 称 这 推 
理 名 为 定理 〈 永 真 ). 

ШЖ, (a—b) 为 真 ACB. 
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永 真 公式 的 各 类 形式 都 可 用 于 作 推 理 ， 这 就 是 所 谓 的 推理 规 
NJ. 
三 个 最 常用 的 推理 规则 如 下 : 
ЖА, В, СЯ (a), (b), (с) 的 真 域 . 
(1) 假 言 推理 规则 : 
(a—b) 为 真 , Н (а) 对 “真一 (b) Ми. 
集合 解释 : 4 C B Bu e Ази e B. 
(2) 拒 取 式 规 则 : 
(a—b) ЖЕН (b) Жи > (а) Жи R. 
集合 解释 : АСВНиЕВ-ьЕА. 
(3) 合成 规则 : 
(a—b) ЖИ, НВ (5) ДӘ (аж) ЖИ. 
集合 解释 :4 C B 且 BC СА СС. 
推理 句 “车 uw 是 ea， 则 "是 ”涉及 两 个 变 元 上 和， 它们 可 
以 属于 不 网 的 论 域 VU 和 VY， 因而 它们 的 真 域 应 是 品 X>V 上 的 子 集 
也 就 是 已 与 了 的 一 个 关系 ， 这 样 的 推理 名 记 为 (a (u) 一 Bb(v)) . 
Ж (a) 与 (8) 的 真 域 分 别 是 4C U, ВСУ, M| (a(u) 一 
b(s)) 的 真 域 为 
К = | (и,2) | (а(и) (5) ) 对 (wo) А} 
= 100,0) (0 а) 对 " 真 | | (и) (а) Жи АНЬ) Жен! 
= 100,0) [м е Аре V| U (ио) lu € A,s e В} 
= (4° x V) U (A x B) 
其 隶属 函数 为 
R(u,o) = (1 -A(u)) V (A(u) Л В(ъ)) 
= (1=AG0)) Ув) 


#114 Би ЗАЛАА, ие U = [0,3]; о ЛЕ, о 
є V = [0,500] ， 求 推理 句 “ 若 人 的 身高 大 于 1.8， 则 人 的 体重 
Ж 120° ШЗ R. 
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解 ” 人 的 身高 大 于 1.8 的 真 域 4 = lulu > 1.81 C U. “А 
的 体重 大 于 120” 的 真 域 B = (01 120 < x < 500] C V. 


R= (A xV) О (Ax B) 


= | (1,2) 10 <u < 1.8, 0 => = 500} Ü 
ба) 1 1.8 <и©3, 120 <> < 500! 
定理 2 假 言 推理 规则 对 于 推理 名 (а(и) 一 5(v)) 是 成 立 
ñ, Вр 
(a(u)—b(%)) 对 (w,5) ЖН (а) Мий (6) Жь и. 
证 (а(и)— (5) ) 对 (ao) 真 一 (ao) Е R = (A° xV) U 
(Ax B), (а) Жи W —u = А. ,» g As=(u,n) EA x УЕ 
(иә) є Е, (и,0) e AxB 从 而 v e В. ШИ, (5) о. 
定理 3 拒 取 式 规则 对 推理 名 “(a(4) 一 5(v) )” 是 成 立 的 ， 
в 
(аби) = (0) ) 对 (u,v) ЖН (6) 对 vb 假 , 则 (a) XJ u fB. 
证 Ё&Ж (и) е R Ное В-(и,0) є А" х Уи Е А 
иё А,В (а) Хи fE. 
定理 4 合成 规则 对 推理 铝 (a(u) — b(e)) 是 成 立 的 ， 即 
(а(и) 一 5(2))》 对 (up) 真 且 (8(v) 一 ce(w)) ХК, в) W 
=(a(u) 一 c(2)) 对 (4,w) 真 . 
证 (а(и)—э5(ш)),(&(>) > е(ш)) 和 (a(w) 一 ce(w)) 的 
真 域 分 别 为 
R= (A xV) U (A x B) 
P = (B° x W) U (B x G) 
Q = (A x W) U (A x G) 
ЕЯ (инъ) є К, (р) є P, 以 下 分 两 种 情况 说 明 (u,u) 
є 0. 
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(1) (шь) € А’ x УД {и є А" (и) є А x W—(u,u) 
є 0. 
(2) (и.о) Е Ах В, ЖЕР (0,0) ЕР = (B° x W) Ú 
(вх С), 

ЖЮ (тю) є B x С є C=(u,w) ЕАхСС Q. 
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习题 答案 

习题 1 
ANB= (0, 0.5, 0.3, 1, 0, 0, 0) 
АОВ = (0.3, 0.9, 0.4, 1, 0.6, 0.7, 1) 
(дову € = (0.7, 0.1, 0.6, 0, 0, 0.3, 0) 
(An B)U € = (1, 0.5, 0.7, 0.2, 1, 1, 1) 
(ANA') UA = (9, 0.5, 0.3, 1, 0, 0.7, 0) 
(дод) n € = (1, 0.3, 0.6, 0.2, 0, 0.7, 0.6) 


G. 3 
CA Ú B)(2) = 

С #3 

г), «<> 
(ап) (а) = 

e (5! " => 


Ass = 11-2 /U2 <»=1 +2 12} 
Вә» =\«|2-2 /Imá = x< 2 +2 Л} 
6. supp À = |Я, №, ИМ, ЖК, №, Ж, МХ, AW 


ker 4 = IE, 商 ! 
зиррА -4 = | 西周 ， 春秋 ， 战国, Ж, 西汉 ,东汉 | 
ZA = (1, 1,0,1,1,1) 
A= (1,1,1,1,1,1) 
12, А = (0.7, 0.5, 1, 0.2, 0.7) 
习题 2 


L IA =2.7, ПАН =0.54, bgt 4 =0.9, dph 4 =0.2, 
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КА) =0.6, Н(А) =0. 809. 


адв) 3,4. А B) =0.7,8( À B) =0.117 

Р, А,В) =0.883,D,( À , В) = 0.877, 

0, 4,8) = 0.6. 
4. 用 贴近 度 (3) МВ уд, А, 最 贴近 ， 用 贴近 度 (4)，(5) МВ 
与 心 最 贴近 . 


5. 甲 ， 乙 两 地 天 气 预 报 评分 分 别 为 0. 993, А 
习题 3 

1. (D 
0.4 0.6 02 08 
RUS=|0.5 08 09 | 
06 08 1 07 
0 05 01 01 
RMNS=|03 0 07 | 
0.1 01 0.2 0.6 
1 04 09 02 
R° =| 0.7 0.2 0.3 | 
09 02 0 03 
0, 


(2) (RU 5) (и,») = 0.2, (RNMNS)(% ,7) = 
0.7. 
(3) 


6, Ку) = 


1010 0100 
Ка =|0 0 0 1| (805); = 0010 
1000 0001 
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2.1-1/е, l/e. 


3. 
4 07 0.3 0.7 
КӘ. КӘ =|03 1 0.5 м) 
0.8 0.3 07 1 
09 08 08 1 
(к) RO (ө 0.5 0.7 '] 
04 1 08 07 
1 11 1 
Ct 0 1 ] 
0110 
отот 
АГ 1 0 J 
1011 
4. 
0.6 0.3) Ж 
көкө 2193 63 热 
ов 03| № 
0.4 0.37 Ж 
й 4 


5 (RO. RY) (я) = е0) 

(СВ. Вад = 1-е СУ 
в. RY ,RS ВВ, Кв ,RS 是 对 称 的 ,RD ,Re) к 是 可 传递 的 . 
9 m 


0.4 03 1 0.3 04 1 


是 等 从 矩阵 ， 但 RU Q 不 是 
10. 可 用 9 题 中 的 R，@ 说 明 . 
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1 0.6 06 08 
и. кю = |06 1 07 0.6 
06 07 1 06 
0.8 0.6 06 1 
А=1, 分 4 类 ，| 甲 | 12}, ИМ, ТЫ А=08, ЯЗ. |, 
тр, Тан, пя 
A=0.7, 222%, 1, Ті, 12, 丙 |; A=0.6, 1%. IH, Z, 
W. TI. 


= Ë 4 


1. а) }(0.3,[0,7,1],[0,0.7])7,(0.3,[0.4,1],0.7)”}. 
(2) 1([0,0.31,0.3,[0,0.3],[0.7,Е])",(0.3,[0, 
0.31,[0,0.3],[0.7,13)"}. 
(3) | (0.3,[0,0.33, (0.7,11,0.4), ([0,0.31,0.3,[0,7, 
1],0.4)}. 
| 0,0.5 0.6,1 өзү 
0,0.3 0.5 [0,0.3] 
( 0.4,0.5] [0.6,1] я 
[0,0.3] 05 [0,0,3] 
( 0.6,1] [04,1 9041 
0.3 0.4,1] [0,0.3] 
( 0.6,1] [041 2) 
0,0.3] [0.4/1 0.3 
( 0.6,1] [0,11 0.4 ) 
0.3 0.4,1] [0,0.3] 


0.6,1 [0,1] 0.4 

( 0,0.3] [0.4/1 оз) 
(3) 无 解 . 

з. М = (0.7,0.3,0.3,0.7, 0,3, 0.3, 0.3, 0.7, 0.3, 0.3)" 
М, = (1,0,0,1,1,0,0,0,1,0,0)7 
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习 题 5 
1 (R UQ) =E O, 1,0.4,0.9, 0.7)” 
(R n 0), = (0.7, 0.9, 0.3) 
В |= (0.6,0.8,0.3,0.5, 0.4)" 
К |a= (0.5, 0.9, 0.4, 0.9, 0.5)7 
Rla= (0,1, 0.2, 0.1, 0,3)" 


2 GR G) =1, Куу) =1 


(2) кб) = R |, (2) = тя 


1 
1+ жы? 


Е | (y) = R | (=) = 


1 
l +k(z- 1)2 
3 R = (1,111 Ry=(1,1,1,1,1) 


— 1 _ 
тукту)” 


R l,. = (0.1,0.2,0.8,1,0.8)7 
КТ, = (0.2,0.8,1,0.8,0.2) 
(2) 不 成 立 ， 如 1 题 中 的 R，0; (5) 不 成 立 ,如 1 是 中 的 R. 


м 


) = 1/а +0. 1/6 +0.9/е + 0/4 

1 0101 09 

жаб 1516 
РСЯ, П A.) = (0.8, 0.5, 0) 


F (В) = (0.8, 0.5, 0.5, 0.8, 0.8, 0.8) 


0.3 0.3 0.6 0.4 0.8 0.4 
9: алу + (2,4) * (4,2 * (4,4) * (5,2) + (54) 
-02 03. 1 ‚03,02 _ 
10. Ада = тр t; жу +4 +5 =3 


习 题 6 


1. А(15.5) =0.35, А (21.0) = 0.47. 


0.262, 0.681 0.816 1 1 1 
20) А) = io + рр + 12 t +1414 


0.047 ‚0.594 0.997 1 1 + 1 + 0.738 


BO) =. 5 6 71819" 10 
_ L 1 工 0.953 0.406 0.005 
С 4 + 5 + 6 
(2). (3) №. 
м? 
1 0.5 05 08 
05 1 0705 
L (R) = mz a 
05 07 1 05 


0.8 0.5 05 1 

2.338 |72, 74, 78}, 173, 75, 76], 1771. 

3. 轻 . 

Ат, 4 类 ta {шщ}, bo], Dd; - 
А =0.8,3Ж{шщ}, jl ші: 
А = 0.717,2ҖЖ|щ}, а, шу, шщ}: 
А = 0,401,1Ж{щ, шь, шу, шщ}. 

5. 3 |а, |, (а. xl. 

6.3 аль ‚ху, ре жать} [xa Жи zas 


at 上 


1. 属 二 级 水 . 
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эри» шю = 


. М ЖЕЯЗ. 

„ (1) 局 高 肥 丰 产 ; (2) 属 早 热 型 - 

与 4, 最 接近 . 

习题 9 
‚ _ (60; - m0) 
С (о-о) 
бе 6-3 
х" = (402.5,158.75)",1° = 3293,75 


а)" = (8 11 5} 


62, 
(2) х" = (0, 411.413, 0)" 


, (1) х" = (3,3, 0)" 


А 8 16 т 
(уз? = ($ 18,0) 


G) = 0,22, 0)" 


х" = (10.26, 3.7)7 = 24.22, = 23.38 
а? = (11.29, 24.47)", ze = 27.282] = 24.47 


习题 10 


. E(x) = 0,8 > 0.6, 降 水 量 大 . 
. 买 1 号 衣服 ， 


чап 


‚ 排序 均 为 ,ea sa- 

.南宁 不 适宜 ， 万 宁 适 宣 . 

次 序 均 为 c,a,b. 

РИИ 

. АзК = |0.4, 0.5, 0.2, 0.1| ,该 教师 教学 效果 好 . 
分 别 属 了 级 ， 下 级 . 


属 二 级 . 
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з вар 


1. В" = (0.36, 0.4, 0.6, 0.8, 1). 
8.08 04 O 
ЖИМА? 
(22 0.2 01 0.2 02) 
1 0.50105 1 


观察 8 -3 -2 -1 0 1 2 3 
е юш ж з 2 1 0 -1 -2 -3 
(0, 0, 0.2, 0.2, 0.5, 0.5, 0.5), {2}. 


习题 13 
1. 设 论 域 人 = 11, 2，3，… 上 为 发 现 目标 所 需 搜 索 次 数 ， 则 4 发 生 的 概 
率 为 


Рд = Ў A (DP, 
= P +0.8P(1I - P) +0.6P(1 -Р)? +0.4P(1 - Р)? 
от as чер: 
арса) = | ее е ак 
k ИН 
= е7202+а2) 
жары 
з А В 分 别 表示 青年 、 老 年 模糊 集 , РОА) = 6.7%, 
P( В) =17.5% 


4. (0,6“ 很 可 能 ”+0.4“ 很 不 可 能 ") P 


= “很 可 能 "( 二 4) 


06-04 
0 ‚ 04 =P <054 
Р 0, 54ү 
. |2( 505 ) +, 9534 =P «0,57 


1-(2-66) , 057 «РЄ1 
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P (A) =т„ А (01) +т., А (0) +z 4 (uy) 


_04 04 05 1 ,05 05 0.6 
20.86 10.9 *0.93 0.89 0.92 0.88 0.85 


= “接近 0.89” 
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名 词 索引 


( 按 汉 语 拼 音 顺 序 排列 ) 

B J 
жави. 简化 系数 矩阵 - 90 
表现 定理 
闭 模糊 集 … . 

с 
传递 闭 包 ee 6“ 

р K 


> 362 


两 模糊 集 的 距离 
两 模糊 集 的 贴近 度 


БИЙ c- 划 分 
模糊 传递 关系 
模糊 传递 年 阵 
模糊 度 СЕ 
模糊 对 称 关 系 … 
模糊 对 称 矩 阵 
模糊 等 价 关系 … 
模糊 等 价 矩 阵 ， 
模糊 二 阶 决策 


模糊 集 的 高 
模糊 集 的 深度 
模糊 极 大 值 
模糊 决策 … 


模糊 事件 的 均值 … 
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изен... 
ЖЕЕ ЮЕ 


模糊 推理 句 
模糊 相似 关系 
模糊 相似 经 阵 
анна 
вын. 
винные 
模糊 系统 
模糊 映射 
Ни 
шин -- 
СЕЗА 
БИЙ А SEDE … 
模糊 综合 决策 


КЕ ны 228 


评判 空间 
普通 事件 的 模 棚 概 率 


Е с НИВ е 


择 近 原则 
正规 模糊 集 
下 距离 ез 
正 模糊 数 
Ба … 
直接 于 类 法 
置信 水 平 ， 
状态 空间 … 
逐次 平方 法 
яхе - 
ЕЕЕ 198 - 
综合 评判 变换 矩阵 
最 大 未 局 原则 
最 大 生成 树 
最 优 性 准则 … 
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